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 M $

���� &�'������� 1�� μ !� � 
'((� �'!��� 	
 � ��� S ��� t ∈ [0, 1]$ ,��� ���
���

μt = {x ∈ S |μ(x) ≥ t}

� ������ � ����� �'!��� 	
 μ$

���� &�'������� % 
'((� �'!��� μ 	
 M 
� ������ � 
'((� �'!�	�'�� 	
 M 
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�� �	��
�
	�� ��� ���
�*�� 9

�
� μ(a + b) ≥ min{μ(a), μ(b)}� 
	� ��� a, b ∈ M � ���
�

� μ(xa) ≥ μ(a)� 
	� ��� a ∈ M � r ∈ R$

+	� � 
'((� �'!�	�'�� 	
 μ 	
 M ��� ����� �'!��� μt = {a ∈ M |μ(a) ≥ t}�
t ∈ ��μ� ��� �'!�	�'��� 	
 M ������ ��� ����� �����	���� 	
 M $

,�� 
	��	)
�� ���'�� ��� !� ���
�� ��	���$

���� (����� 
 ����
 ������ μ �� M �� � ����
 �����	��� �� M �� ��	 ���


�� ���� ����� ������ μt, t ∈ ��μ� �� � �����	��� �� M �

���� &�'������� 1�� μ !� � 
'((� �'!��� 	
 M $ ��*�� � 
'((� �'!��� 〈μ〉 	

M �� 
	��	)� 9

〈μ〉(x) = sup{k | x ∈ 〈μk〉} , x ∈ M .

〈μ〉 
� ������ ��� ����
 ������ �� M ��������	 �
 μ$ �8��� 〈μk〉 
� ��� �'!�	�'��
	
 M ��������� !� ��� ����� �'!��� μk)$

���� )������� ��� μ �� � ����
 �����	��� �� M � ���� ��� ����
 ������ 〈μ〉
�� � ����
 �����	��� �� M ��������	 �
 μ� �������� 〈μ〉 �� ��� �������� ����


�����	��� ���������� μ�

������ 1�� x, y ∈ M ��� ��� 〈μ〉(x) = t1� 〈μ〉(y) = t2 ��� 〈μ〉(x + y) = t$
1��� 

 �	��
!���

t = 〈μ〉(x + y)

< min{〈μ〉(x), 〈μ〉(y)}
= min{t1, t2}
= t1 �����$

,��� t1 = 〈μ〉(x) = sup{k | x ∈ 〈μk〉} > t� �����
	�� ����� �7
��� k1 > t �'��
���� x ∈ 〈μk1〉$
%��	 t2 = 〈μ〉(y) = sup{k | y ∈ 〈μk〉} ≥ t1 > t� �����
	�� ����� �7
��� k2 > t
�'�� ���� y ∈ 〈μk2〉$



����
��� �� ����� ���������� ���

:
��	'� �	�� 	
 �������
�� )� ��� ���'�� ���� k1 ≥ k2� �	 ���� 〈μk1〉 ⊆ 〈μk2〉$
,��� x, y ∈ 〈μk2〉� ���� 
� x + y ∈ 〈μk2〉� )�
�� 
� � �	�����
��
	� �
��� k2 > t$
,����
	�� t ≥ t1$
�	���&'�����

〈μ〉(x + y) ≥ min{〈μ〉(x), 〈μ〉(y)} . ���

;	) ���� 

 �	��
!��� t3 = 〈μ〉(rx) < 〈μ〉(x) = t1$
,��� t1 = 〈μ〉(x) = sup{k | x ∈ 〈μk〉} > t3� �����
	�� ����� �7
��� k �'�� ����
x ∈ 〈μk〉 ��� t1 > k > t3$
<	 ���� rx ∈ 〈μk〉 ⊆ 〈μt1〉� )�
�� 
� � �	�����
��
	�$
8����

t3 = 〈μ〉(rx) ≥ 〈μ〉(x) = t1 . �6�

�	���&'����� �	��
�
	�� ��� ��� �6� �
��� ���� 〈μ〉 
� � 
'((� �'!�	�'�� 	
 M $
+
������ �	 ��	) ���� 〈μ〉 
� ��� �������� 
'((� �'!�	�'�� �	���
�
�� μ� ���
'� ���'�� θ �	 !� � 
'((� �'!!�	�'�� 	
 M �'�� ���� μ ⊆ θ ��� ��	) ����
〈μ〉 ⊆ θ$
1��� 

 �	��
!��� t = 〈μ〉(x) > θ(x) 
	� �	�� x ∈ M $
1�� ε > 0 !� �
���$ ,���

t − e < t = sup{k | x ∈ 〈μk〉} .

,����
	�� ����� �7
��� k �'�� ���� x ∈ 〈μk〉 ��� t − ε < k < t$ <	 ����
x ∈ 〈μk〉 ⊆ 〈μt−ε〉� 
	� ��� ε > 0$ ;	) x = α1x1 + . . .+αnxn� αi ∈ R� xi ∈ μt−ε$
xi ∈ μt−ε 
���
�� μ(xi) ≥ t − ε� ���� 
� θ(xi) ≥ t − ε� 
	� ��� ε > 0$ ,����
	��

θ(x) ≥ min{θ(x1), . . . , θ(xn)} ,

≥ t − ε , 
	� ��� ε > 0 .

8���� θ(x) = t� )�
�� 
� � �	�����
��
	� �	 	'� �'��	�
�
	�$ �

,�'� ��� ���'�� 
	��	)�$

���� &�'������� 1�� μ ��� θ !� 
'((� �'!�	�'��� 	
 �� R��	�'�� M $ ,���
��� �'� 	
 μ ��� θ ���	��� !� μ + θ 
� ��*��� �� 9

(μ + θ)(x) = sup
x=a+b

{min(μ(a), θ(b))}, x ∈ M .

������� μ + θ 
� � 
'((� �'!��� 	
 M $

��*� )������ �.=0�� ��� μ ��	 θ �� ����
 �����	���� �� M � ���� ��� ���

μ + θ �� � ����
 �����	��� �� M �

��+� ���,�!������ ��� μ� θ �� ����
 �����	���� �� M ���� ���� μ(0) = θ(0)�
���� μ ⊆ μ + θ� θ ⊆ μ + θ�



��� �� �� �����	
 ��� 
� ����	

������ 1�� x ∈ M $ ,���

(μ + θ)(x) = sup
x=a+b

{min(μ(a), θ(b))}
≥ min(μ(x), θ(0))

= min(μ(x), μ(0))

= μ(x) .

<
�
����� (μ + θ)(x) ≥ θ(x)$ �

�$>� ������� 4�	�	�
�
	� �$/ 
� �	� ��'� 

 μ(0) �= θ(0)� 
	� ��� μ(0) > θ(0)�
���� (μ + θ)(0) = θ(0) < μ(0) ��� �	 μ � μ + θ$

,�� 
	��	)
�� ���'��� ��	)� ���� ��� �'� 	
 �)	 
'((� �'!�	�'��� 
� ��� 
'((�
�'!�	�'�� ��������� !� ���
� '�
	� )��� ���� ���� ���� ���'� �� (��	$

����� )������� ��� μ ��	 θ �� ����
 �����	���� �� M ���� ���� μ(0) = θ(0)�
���� (μ + θ) = 〈μ ∪ θ〉�
������ 1�� x ∈ M ��� ���

t1 = (μ + θ)(x) = sup
x=a+b

{min(μ(a), θ(b))} .

1�� ε > 0 !� �
���$ ,���

t1 − ε < min(μ(a), θ(b)), 
	� �	�� a, b ∈ M

�'�� ���� x = a + b� �	 ���� t1 − ε < μ(a)� t1 − ε < θ(b)$
?'� μ, θ ⊆ (μ ∪ θ) ⊆ 〈μ ∪ θ〉� �����
	��

t1 − ε < min{〈μ ∪ θ〉(a), 〈μ ∪ θ > (b)}
≤ 〈μ ∪ θ〉(a + b)

= 〈μ ∪ θ〉(x) , 
	� ��� ε > 0 .

8���� t1 ≤ 〈μ ∪ θ〉(x) = t �����$
1�� 

 �	��
!��

(μ + θ)(x) = t1 < t = 〈μ ∪ θ〉(x)

= sup{k | x ∈ 〈(μ ∪ θ)k〉} .

,����
	�� ����� �7
��� k �'�� ����

x ∈ 〈(μ ∪ θ)k〉 ��� t1 < k < t .

,��� (μ∪θ)t ⊆ (μ∪θ)k ⊆ (μ∪θ)t1 $ �	 ���� 〈(μ∪θ)t〉 ⊆ 〈(μ∪θ)k〉 ⊆ 〈(μ∪θ)t1〉

����
�� x ∈ (μ ∪ θ)t1〉� )�
�� 
� � �	�����
��
	�$
8���� t1 = (μ + θ)(x) = 〈μ ∪ θ〉(x) = t$ �

����� -���		��"� ��� ��
 ����
 �����	��� μ �� M � μ + μ = μ�

�$�6� ������� ,��	��� �$�� 
� �	� ��'� 

 μ(0) �= θ(0)� 
	� ��� μ(0) > θ(0)�
���� (μ ∪ θ)(0) = μ(0) > (μ ∪ θ)(0)$
<	� 〈μ ∪ θ〉(0) > (μ ∪ θ)(0)$ 8���� (μ + θ) �= 〈μ ∪ θ〉$
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����� ���,�!������ M �� � ������� ��	�� ��� ����� ��	����� �� ����
 ��� �� 

�������� �������� M �� � ���!���� ��������

;�7�� ��� t !� �� ��!
����� !'� *7�� ���� �'�!�� 
� ]0, 1] ��� ��� '� ���	��
!� Mt� ��� �'!��� 	
 ��� 
'((� �'!�	�'��� θ 	
 M �'�� ���� θ(0) = t$
,��� )� ���� ��� 
	��	)
�� 9

����� ���,�!������ Mt �� � ���!���� ���������� �� M�

1�� Mt ���	�� ��� ��� 	
 ��� 
'((� �'!�	�'��� θ 	
 M �'�� ���� ��θ =
{θ(x) | x ∈ M} 
� *�
�� �,��� 
� θ ��� *�
�� ������$
,��� ���
� )� �����

����� ���,�!������ Mt �� � ���������� �� M� ��� Mt 	����� ��� ��� �� ���

����
 �����	���� θ �� M ���� ���� θ(0) = t ��	 ��θ �� "�����

����� ���,�!������ Mft
�� � ���������� �� M�

������ <
��� Mft
= Mf ∩Mt ��� 
��������
	� 	
 �'!����
��� 
� � �'!����
���

Mft

� � �'!����
�� 	
 M$ �

+
������ )� 
����� �	 ���	������� �� ��!���
�� 	
 )���  �	)� ����
�� 	

��� �'!�	�'��� 	
 M 
��	 ��� ����
�� M 	
 ��� 
'((� �'!�	�'��� 	
 M$ ,�
�
)� ���	���
�� !� �	��
���
�� ��� ��� M2 	
 ��� 
'((� �'!�	�'��� ��*��� ��

	��	)� 9

M2 = (θ | θ ∈ M �$�$ ��θ = (r, t), r < t).

,�� 
	��	)
�� 
� 	!�
	'�$
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 ��� 
� ����	

���*� ���,�!������ M2 �� � ���������� �� Mft
��	 ����� �� M� #� ���� ���

�����$��� 	������ %

M

Mf Mt

Mft

M2

���+� ���,�!������ L(M)� ��� ������� �� ��� �����	���� �� M ��� �� ����		�	

�� M2�

������ 1�� A ∈ L(M)$ ��*�� θ : M → [0, 1], �'�� ����

θ(x) = t 

 x ∈ A

= 0 

 x /∈ A .

,��� θ 
� � 
'((� �'!�	�'�� 	
 M �!� 1���� �$5� �'�� ���� ��θ = (0, t), 0 < t$
,����
	�� θ ∈ M2$
��*�� σ : L(M) → M2@ �'�� ���� σ(A) = θ.,��� σ 
� ������� )��� ��*���$
1�� σ(A) = σ(B)$ ,��� θ = μ� 
���
�� A = B$ <	 σ 
� 	���	��$
1�� A, B ∈ L(M)$ 1�� σ(A) = θ� σ(B) = μ$ ,���

σ(A) + σ(B) = θ + μ

= 〈θ ∪ μ〉 , �!� �$���

= σ(A + B)

��� σ(A ∩ B) = θ ∩ μ = σ(A) ∩ σ(B)$
,�'� σ 
� � ����
�� �	�	�	���
��$ 8���� σ 
� � ����
�� ��!���
��$ �

�$�>� ������� ,�� �!	�� ���'�� A'��
*�� 	'� �	�
*���
	� 	
 4��B � ��*�
�
	�
.�0 	
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<
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'((� �'!�	�'��� ��� 
'((� �	���� �'!��	'��� ��� 
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�� ���'�� 
	��
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� .60$

����� )������� Mt �� � ��	���� ���������� �� M ��� ���� t ∈ [0, 1]�

����� -���		��"� ��� ��� L(M) �� ��� �����	���� �� M ����� � ��	����

��������

������ 1�� Mχ ���	�� ��� ��� 	
 ���������
��
� 
'���
	�� 	
 ��� ��� �'!�	�'���
	
 M $ �� 
� ���� �	 ���

� ���� Mχ 
� � �'!����
�� 	
 Mt 
	� t = 1$ �	��	����



����
��� �� ����� ���������� ���

L(M) 
� 
�	�	���
� �	 Mχ '���� ��� ��� A → χA �� χA+B = χA + χB ���
χA∩B = χA ∩ χB$ <
��� �'!����
�� 	
 � �	�'��� ����
�� 
� � �	�'��� ����
���
Mt 
� �	�'��� ��� ������ L(M) 
� �	�'���$ �

����������

��� �� ���	
� �
� ������� 	�� ����� ���������� ����� �� ��	
 ����
 �������� ������ � !�
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� #�$� %&��	�� '	��(�
� �) ����� ��������� 	�� ����� ����	
 ����������
����������� 	�������� !* ����+� � ���

��� ��#� #	��	�	� 	�� ,�-� '(�� ����� .
���� ��	�
� 	�� ����� ����
��(�	
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���� ��	�
��
������� 
���� 
���� /���!!� ��0 �+*�
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