Int. J. Contemp. Math. Sciences, Vol. 3, 2008, no. 18, 861 -33

Jets de Demailly-Semple d’'Ordres 4 et 5
En Dimension 2
Joel Merker

Département de Mathématiques et Applications
Ecole Normale Supérieure
45 rue d’'Ulm, F-75230 Paris Cedex 05, France
merker@dma.ens.fr

Abstract

In dimension 2 and for jets of order 4, there are 9 Demaillyafke in-
variant polynomials generated by bracketing the invasidot jets of order
< 3 (Demailly ; Rousseau). They share 9 fundamental syzygidsaanEu-
ler characteristic computation shows that every entiremalrphic curve into
a generic smooth complex projective algebraic surficec P;(C) satisfies
global algebraic differential equations providée X > 9.

For jets of order 5, the algebraic structure explodes in derify. Brack-
eting gives 36 invariants. Removing redundancies leavesizdamental in-
variants, 11 of which, denotef{, A3, A3, A{,l, A M3, MO, K13, N2,
H{* and F}'§ and calledbi-invariants are meaningful for Euler characteristic
estimates. Unexpectedly, 5 more appedr?, X9, X2, X2 andX?°. The
paper contains an algorithm generating all such (comgdjabi-invariants.

Mathematics Subject Classification:13A50, 32Q45, 14J70
Keywords: Jet differentials, Reparametrisation, Invariant Thedtljcker Rela-
tions, Brackets, Syzygies, Algebraic surfaces, Euler &ttaristic, Schur functors

| do not mean to suggest that all mathematical relations can be perceived directly as obvious if they are
visualised in the right way — or merely that they can always be perceived in some other way that is immedi-
ate to our intuitions. Far from it. Some mathematical relations require long chains of reasoning before they
can be perceived with certainty. But the object of mathematical proof is, in effect, to provide such chains
of reasoning where each step is indeed something that can be perceived as obvious. Consequently, the
endpoint of the reasoning is something that must be accepted as true, even though it may not, in itself, be at
all obvious. Sir Roger ENROSE Shadows of the Mindxford, 1994.

§1. Introduction

En dimensionv < 3, la description de 'algebr®S? des polyndmes invariants
de Demailly-Semple n’est explicitée dans la littératquee pour les jets d’ordre
k < 3 ([2, 5]); en dimensionv = 2 et a 'ordrex = 3, on sait que l'algebre
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DS; est engendrée par 5 polyndmes fondamentaux liés entr@auune unique
syzygie; en dimension 2 et a I'ordre 4, d’apres un travaih publié de Demailly
(cf. e.g.[3]), DS; est engendrée par 9 polyndmes invariants fondamentaars D
cet article, nous établissons ce résultat, nous exgplisites syzygies fondamentales
entre ces 9 invariants — qui sont aussi au nombre de 9 —, nfactwns un calcul
de Riemann-Roch pour estimer la caractéristique d’Eulditité correspondant, et
nous en déduisons que toute courbe holomorphe entieakearg dans une surface
projective algébrique complexe liss& C P;(C) (tres) générique de degie> 9
satisfait des équations algébriques globales non keisid’ordre 4.

Pourx > 5, la structure algébrique dBS5 explose en complexité. Nous ex-
posons un procédé récursif: tgochet entre deux invariantgui semble permet-
tre (cf. [3]), en toute dimension et pour les jets d’ordre quelcongliengendrer
un systeme fondamental de polyndmes invariants, et dessois autres procédés
récursifs :identités de Jacopidentités pliickeriennes d’ordre etidentités plicke-
riennes d’ordre deyxqui décrivent exhaustivement le gigantesque idéal diss r
tions entre les invariants ainsi construits.

Ces quatre procédés (confirmés sur les cas connus) fpataifre de maniere
saillante une explosion symbolique incontrdolable. Pamneple, pour le cas = 2
etx = 5 étudié completement ici, on recoit 36 invariants bidbsit 12 exactement
sont redondants, et on doit tenir compte de 210 syzygieseaondantes de degré
< 4 entre ces invariants, lesquelles se déploient sur 13 pagesiscrites En ne
considérant que les invariants stables par I'action demtain sous-groupe unipo-
tent deGL,(C), le nombre de syzygies fondamentales se réduit a 15, geegoniet
d’effectuer un calcul de Riemann-Roch au niveat 5.

Sil'on s’en tenait seulement aux estimations ainsi obtempaeir la caractéristi-
que d’Euler du fibré de Demailly-Semd&sSs , T, on pourrait penser qu'il faudrait
connaitre sa décomposition de Schur pour des niveaax moins> 20, eu égard
a la difficile conjecture d’hyperbolicité de Kobayashincernant les surfaces com-
plexes de degré > 5 dansP;(C) qui sont (trés) génériques ([2, 5, 3]). Mais I'avenir
dira si cette approche ne devrait pas étre amendée é&méee des le niveaw = 5,
en tenant compte de la structure spécifiquédds.

Nos résultats principaux apparaissent dans les Sectidn$47 et 8.

§2. Polyndmes invariants et differentiation compose

Notations initiales. En dimension > 2, le jet strict d’'ordrex > 1 en un point fixé
d’une application holomorphe locale= (f1, f2, ..., f,) deC a valeurs dan&”

1 Pour les jets d’ordre: = 6, nous ne nous sommes pas risqué a calculer les 325 intsrian
attendus, ni a entreprendre d’écrire les 14 950 syzygetegré< 5 qui nous sont données automa-
tiquement.
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sera noté:

G = (e P e ).

Polyndmes invariants par reparamétrisation. Pourx > 1 entier, on recherche les
polyndémesP = P(j" f) tels que:

P(j*(fo¢)) = ()" P((5"f) 0 9),

pour tout biholomorphisme local: U — ¢(U), ouU C C est ouvert, et oun > 1
est un entier que nous appellergnsids de P. On noteDS;,, I'espace vecto-
riel constitué par cepolynémes invariants par reparamétrisat{{#}). La réunion
DSy =D, DS;,, forme une algebre gradué®s; , DSy, C DSy, 1.
On travaillera toujours dans une fibre en un pairdé U qui n’apparaitra pas dans
les notations.

Lorsquex = 1, les composantef (: = 1,...,v) du jet d’ordre un satisfont
(ficg) =d'f,
et par conséquent, tout polyndrike= P(fi,..., f/) qui ne dépend que du jet
d’'ordre1 est invariant par reparamétrisation.

Diff érentiation compose jusqua l'ordre 5. En posanty; := f; o ¢ pouri =
1,...,v,oncalcule:

g; = '3,
g =" fi+ " 11,
6" =" [ +3" 0L+ &1,
g/ = " S+ AL+ 3 6"+ 0 S
6" = "+ 5" f 106" £+ 15070 '+
+ 106" [+ 100767 f" + ¢ 1"

Moralement, on recherche tous les polyndmes possibles (j5g) qui, lorsqu’on
remplacey., g/, g/, g/ etg!"” par ces valeurs, ont la vertu de faire disparaitre toutes
les dérivées intempestives, ¢, ¢"" et ¢""" d’ordre > 2 de ¢, de telle sorte que
P(j°9) = ¢'""P(j°f) pour unm € N. Ce calcul d’élimination heuristique fonc-
tionne pourk = 2 etk = 3 en dimensiong = 2 ety = 3, mais il se complexifie

au-dela et nous ne poursuivrons pas la recherche en pregtémbptique.

Donnons toutefois la formule générale de dérivation posée, dite déaa di
Brung, bien connue dans le cas classique d’'une seule variabl€.

Théoreme Pour tout entiers > 1, la dérivee d’ordrex de chaque fonction com-
pofey;(z) = f; o ¢(z) (1 < i < v) par rapporta la variablez € C s’exprime
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comme polydmea coefficients entiers en legivées def; et deg :

ZE DD DD JEND 3

d=1 1M <<Ag<k 1210021 i da++pgAg=~

k!
O AL (Aa) P p(pr+-tpa)
(ADrr gl (Agh)ke pug! (6™) (0%) f; :

Dans tout ce qui va suivre, par souci de simplicité, noussn@streindrons
dorénavant a la dimensian = 2; des généralisations en dimension supérieure
apparaitront en temps voulu.

§3. Déterminants2 x 2 et jets d’ordres 3 et 4

Wronskien et géréralisations. En examinany, g5, ¢/ etgs, on constate I'invarian-
ce par reparamétrisation dwonskien défini comme étant le déterminahi 2 :

A1,2 — f{ fé

1 2

Y

et ce, grace au calcul élémentaire suivant:

oh? ::’ g:I/ g/é/ :‘ " /¢/f{ 12 r1r " /Qb/fé 12 r1
91 92 P"fi+ T O+
' d)’f& '
o 9
= (#)°a,
Son poidsn est égal a 3. Ensuite, en éliminant de maniere analotuet ¢” parmi
les six équations donnant, g5, g7, g5, g{’ et g5" — ou bien en procédant d’'une

maniere alternative —, on trouve les deux invariants ddsoi = 5 :

9192 — 91 92191 — 99192 — 9192 91 = 1 2]J1 1J2 — J1Je]J1
|: 7 n /] 3 |: !N i /:| (¢/)5 |:f f/// ///f ]f [f/f// //f/] 1/
[0 95 — ' gb) b — 3 [ghg — o gb) gy = (&) [F1 12 — £ 3] fa — B [f105 — 11 13) 14

Déterminants 2 x 2 généralisant le wronskien. Il est commode de réécrire ces
deux invariants de poids = 5 sous une forme contractée en introduisant la nota-
tion:

)

Aa,ﬂ L fla) f(a
fl(ﬁ) f(ﬁ)

pour tous entiers, 5 > 1, ce qui donne, pout = 1,2:

L3 g — 3[L2 g = <¢/)5 [Al’?’ - 3 AL2 ];/]
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Notons au passage la formule de dérivation bien connuecgaigile par la suite :

B)  £(6+1)
1 2

[A~F) = f1(6+1) ®)
1 2

’ (a+1) f a)
2
+

Lemme ([5]) Le degé de transcendance du corps engdéngar les 5 polyimes
invariants:

fio fa
A3 — Al,?
A= AN ALY et Ali= A 3 A2 g

au-dessus d€|[f, f1, f", f5, 14, f}'] estégala 4, et pour péciser, les quatre
polyrdmesf;, f5, A} et A5 sont alggbriquement inépendants, tandis qu&® est
quadratique su(:[f{, fa, A3, Ag} via la relation alggbrique imrédiatement &rifi-
able:

0= f3 A7 = fiA; = 3APA%,

et de plus, l'icéal des relations entrg;, f;, A3, A3, A est principal et se@&duita
cette unique relation.

Grace a ladite syzygie, on peut éliminer toutes les jamisss de\? supérieures
ou égales a 2 qui apparaissent dans un polyndme général

,P<f{> fé7A37A?’Ag)

exprimé en fonction de ces cing polyndmes, et il ne resiesajue des puissances
de A® égales @ ou al. C’est un fait remarquable que ces cing polyndmes forment
un systeme générateurs, comme I'énonce précisélmeesultat suivant.

Théoreme ([5, 3]) En dimension = 2 et au niveaus = 3, tout polyrdomeP (j3f)
invariant par reparanétrisation sécrit de mangére unique

P(°f) = P(fi, 3, A7, A3) + A Q(f], £5, AT, A3),
avec des polygimes quelconqué? et Q.
Travaux de calcul pour passer aux jets d'ordrex = 4 etk = 5.
e Trouver un systeme de polyndmes invariants fondamentaux

e Connaitre leur idéal des relations.

e Trouver une écriture unique de tout polyndme en les pmiyes invariants
fondamentaux.
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Deux operateurs de differentiation. Comment engendrer méthodiquement une
liste appropriée de polyndmes invariants fondamentaaw pes jets d’ordres =

4 ou 5? \oici une premiere idée: $t est un polyndme invariant deoids m,
définissons la différentiation “covariante”:

Pr:i=/fiP —mfP,

ou P’ = P(j*!f) s’obtient en difféerentianP = P(j" /) par rapport & la variable
z € C.

Lemme Ces deux oprateurs de difrentiation(-)., et (-), satisfont la egle de
Leibniz:

(PQ>7k:P,kQ+PQ,k7
et ils produisertt des polydmes invariants par reparagtrisationP.; et P., qui
sont tous deux de poids + 2. O

Exemple. On vérifie immédiatement :

(). = Af = Flf = N = —(f1).,,
A3;i — fi, A1,3 o 3fi” AI,Q = A;’)

Ensuite, a I'eétage: = 4, on est naturellement conduit a introduire les quatre nou-
veaux invariants:

Alp=(A]), A= (AD),,  As=(AY), Alyi=(AY),,

dont I'expression explicite sera fournie dans un instant.
Produit croisé entre invariants. Comment donner corps a I'idée qu’il doit exister
des différentiations covariantes, non seulement paradgy, et f, mais aussi par
rapport a n'importe quel invariant?
Supposons donc connus deux polyndmes homogenes ingdtida poidsn et
Q de poidsn :
P(5%g) = ¢ P((4"f) 0 9),
Q(7g) =" QU7 f) 0 9).
ou I'on a posé; := f o ¢. Differentier un polyndme par rapport a la variable C
revient a lui appliquer 'opérateur d#fférentiation totale

9(e)
D .= Z a0

AeN

. f(/\+1)

2 La démonstration, laissée au lecteur qui désireraitietr, apparaitra dans un instant comme
absorbée par une observation plus générale.
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ce qui nous donneici:

[DP] (j**'g) =m¢" ¢ P((j*f) 0 ¢) + ¢™ ¢ [DP]((j*"'f) o ¢)
[DQ] (57 g) =n¢" " Q((5°f) 0 ¢) + ¢ &' [DQ]((G7'f) 0 ¢)

et pour faire disparaitre la dérivée secordeil suffit d’effectuer un produit croisé,
autrement dit de former le déterminank 2 :

IDP](5*"1g)  mP(j"g) | _
DQ(j™"9) nQ<JTg)
no SN g) T PRGN ed) maTR (T o) |
n¢” ¢ Q((1"f) 0 ¢) + ¢ DT ) oo)  nd™Q((7f) 0 9)
:’ d)’m“ [DP}( (G f)og)  m¢™P((j5f) o ¢) ’
DRI o o) e Q((7f) 0 )
g | PG e |
DQI(™f)  nQ(7f)
qui s’avere ainsi constituer un nouvel invariant de poids- n + 1.

Notation crochet [-, ] . Ainsi, toute paire d’invariants produit automatiquememt u
nouvel invariant:

[P, Q] =nDP-Q—-—mP -DQ|,

gui est évidemment antisymétrique par rapport au co(lbj@).

Observation. Ces crochets pondérés généralisent les deux opésatedifferentia-
tion précédents :

P.. =[P, f1]-
De plus, ils satisfont & la regle de Leibniz:
[P, QR] = [P, Q] R+ [P, R] Q,
de telle sorte que 'opératels, Q], a savoir:P — [P, Q], peut étre considéré
comme un opérateur de dérivation.

Lemme Pour tout triplet(P, Q, R) d'invariants de poidsn, n, o, l'identité suiv-
ante de type Jacobi est satisfaite

= [IP, QJ, Rl + [[R, P], Q] + [[Q. R, P]|. (Jac)
Preuve.Développons le premier double crochet :
[[P,Q],R] = [nDP-Q—mP-DQ, R]
:0(nDDP~Q+(n—m)DP-DQ—mP~DDQ)R—
—(m+n+1)(nDP~Q—mP~DQ)DR
=noDDP-Q-R+ (n—m)oDP-DQ-R—moP -DDQ - R—
—(m+n+1)nDP-Q-DR+ (m+n+1)mP-DQ-DR.
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Il suffit alors de constater que I'annulation identique dedenme suivante :

0=noDDP-Q-R+ (n—m)oDP-DQ-R—moP -DDQ-R—
—(m+n+1)nDP-Q-DR+ (m+n+1)mP-DQ - DR+
+mnDDR-P-Q+ (m —o0)nDR-DP-Q —onR-DDP-Q—
—(0+m+1)mDR-P-DQ+ (0 +m+1)oR-DP-DQ+
+omDDQ-R-P+ (0 —n)mDQ-DR-P—-nmQ-DDR-P—
—(n+0+1)0DQ-R-DP+ (n+0+1)nQ-DR-DP,

est effectivement satisfaite.
Exemple.AvecP := f, Q := f, etR := A3, nous obtenons:

0= [[fi, o], M)+ [[A% £, £5] + [[f M), £i]
=0+ [A], f5] = [AS, fi]
EA;Q —A;l.

Cette relation sera confirmée par les expressions exggidieA] , etA] ;.

Genese des invariants fondamentauxCrucialement, il semblerait que I'on puisse
engendrer tous les polyndmes invariants en les jets d’'drear > 1 quelconque,
juste en calculant par récurrence tous les crochets gessitiun étage de jets a
I'étage supérieui + 1. Cette idée conjecturale ([3]), sur laquelle nous donngro
plus de précision ultérieurement, est renforcée paaiteque dans la théorie clas-
sique des invariants pour une forme bingi&"_, a; 'y~ de degrés par rapport
al'action linéaire standard d&.,(C) :

r— T = ax+ fy, y+—y=x+dy, 1 =ad — B,
ijo a; xi K—1 N Z?:(] ai fiynii,
K — xmin(il F NG G oalej i skbi—iel !
ai =) o Zj:ngax)(o,z”rlfﬁ) ClC. ol By 65 ’ Cg - m’

on sait établir que deux procédés algébriques élémres, a savoir le “processus
Q" et le “processug” (cf. [4]) permettent d’engendrer un systeme fondamental de
polyndmesP = P(ag, ai, .. .,a,) qui sontinvariants:

P(ao,al,...,aﬁ) = P(E(),El,...,a,i).

Reconstitution par crochets des invariants connusPour passer des jets d’ordre
1 aux jets d’ordre 2, seul un crochet (au signe pres) peetfétmeé :

Pour passer des jets d’ordre 2 aux jets d’ordre 3, on peutdptrais crochets :

(A%, fi] [A°, f] (A, A7)
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le dernier étant trivialement nul, et I'on vérifie immatitment que les deux pre-
miers fournissent les deux invariants propres a I'étage3:

[A3 f/} _ A1,3 f/ _ 3A1’2 f//

Pour passer aux jets d’ordre 4, 'ensemble des crochetsayupdut former s’identi-
fie a la collection des déterminarts< 2 de la matrice matrice x 5:

Y

fio f 3AY 5AT 5A3
Dff Df, DA® DA? DA}

ce qui fait au total d&'2 = 10 crochets, mais en tenant compte du fait que nous con-
naissons déja les trois mineurs — calculés a I'étage3 — de la sous-matrice :

H fi fo  3N°
Dff Dfs DA’

Y

ce sont exactement sept nouveaux crochets qui apparaissent

A% Al A AT (AT A
Relations plickeriennes. Cependant, le calcul complet des crochets doit tenir
compte des relations de Plucker qui existent au niveauaesbles initiales des es-
paces de jets. En effet, I'idéal des relations plickerénentre Ies;(”, 1<ALH
etlesA>? 1 < a < 3 < 5 est engendré par deux familles quadratiques de relations
identiguement satisfaites : dans la premiere famille :

0= AP7. fi(a) _AYY . fi(ﬁ) + A8 . fi(’Y)’

1 est égal d ou a2, et les indices supérieurs satisfdnk o < § < v < 5, ce qui
donnel(0 x 2 = 20 relations ; et dans la seconde famille:

0= A% APT — AT AP L AP AT

les indices supérieurs satisfanK o < § < vy < § < 5, ce qui donnel relations.
En vérite, seules les deux paires de relations suivaexésites de la premiere
familles, seront utiles a I'étage des jets d’ordre- 5:

0= A2’3 fz/ o Al,?) fz” + AI,Q fi///
0= A2’4 fz/ o A1’4 fz” 4 A1’2 fz’””

et a I'etagex = 4, seule la premiere paire peut étre utilisée, tandisupuae rela-
tion plickerienne n’intervient aux étages< 3. Il faut en outre attendre = 6 pour
que la premiére relation de la seconde famille, a savbie: Ab4 A23 — AL3 AZ4
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A2 A34 commence a interférer, mais nous n’entreprendrons gasde deDS$
dans cet article.

Normalisations préalables des diférentielles totales. Ainsi, nous sommes con-

duits a normaliseDA? avant de caIcuIeAZj, en développant tout d’abord:

DA5 — A1,4 fl 4 A2’3 f/ 4 Al,?) f/l . 3A1’3 f/l -3 A1’2 f‘”/
— A1’4 f/ + A2’3 f/ - 2A1’3 f// . 3A1’2 f'///
expression dans laquelle nous pouvons remplacerf/” par —A>3 f/ + AL3 f7

afin d’éliminer toute présence d@’, ce qui nous donne une expression normalisée
et compacte ne contenant que trois termes:

DA = AV f/ 4 4 A fl - 5 AL 1

Achevons donc le calcul de la premiere famille de croclﬁﬁfs f]’] en fournissant
tous les détails intermédiaires :

(A2, fi] = DAY - f; =577 - f}
_ 1,4 2,3 1,3 1,3 1,2
— (AN AN I = BN ) =5 (AY -3 AN ) gy
= AV AN L =5 A (S 4 fL) A1 AN fL
DA
Ici, la symétrie indicielleAT, = AJ, imposéea priori par l'identité de Jacobi
montre que I'on devrait se dispenserﬁ@1 (ou deA{Q) dans une liste minimale
de polyndmes invariants fondamentaux.

Invariant de poids 8. Ensuite, grace a notre normalisation préalabl®dé, nous
pouvons calculer proprement chacun des deux crochetsl(2):

[A?, A’] =3DAY-A® —5A2-DA?
= (3AM £/ +124% f{ — 154 f') . AV
_ (5 AL3 fl-15 AL2 fi//) CAL3

— 3A1’4 Al,? fz/ +12 A2’3 ALZ fz/ _ 5A1’3 A1’3 fz/
— fz/(g A1’4 ALZ +12 A2’3 A1’2 _ 5A1’3 A1’3)

= I M8
ou le nouvel invariant
M8 ,_ 1 A5 A3
= 5 (A% A

— 3A1,4 A1’2 4 12 A2,3 A1’2 o 5A1,3 Al,?)
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doit étre introduit, parce que le résultat est divisibde fy.

Question. Pourquoi et comment doit-on étre conduit a diviser parfes crochets
pour accéder véritablement a de nouveaux invariantddorentaux?

Fin du passagea I'étagex = 4 Enfin, calculons et examinons le dernier crochet
possible, a nouveau en fournissant scrupuleusementdaswetails intermédiaires :

A%, A3] = 5DA? - A} — 5A% - DAS
_ 5<A1’4 Flr4A23 f1 5 AL3 f{') ] (AL?’ £ —3AL? fé’)—
- 5(A1’3 - JAL2 f{/) ) (AM o 4 A23 . 5AL3 fé’)
=_15 A1’4 ALQ f{fé/ —60 A2’3 ALQ f{fé/ — 925 A1,3 A1,3 f{,fé'i‘
+15 A1’4 ALZ féf{/ + 60 A2’3 ALZ féf{/ +25 A1,3 A1,3 fé/f{
= _15 A1’4 Al,? A1’2 —15 A2,3 ALZ A1’2 + 25 A1,3 A1,3 A1’2
—_5 Al,? (3 A1,4 Al,? +12 AQ,?) ALQ o 5A1’3 A1’3)
= —5A% M.

Le résultat étant multiple des deux invariants déjancm\?® et M2, il n'apporte
rien de nouveau. Toutefois, conservons trace de la relation

[A}, AJ] = =5 A% M°.
Proposition ([3]) En dimension = 2, les neuf polyames

1 /3, A=A A = AN -3AM
Aj =AM f -3 AL f
Afp = (AM +4A%) [T —10AY fIf7 + 15 AV £ f7
Alg = (AM 4027 J1f5 = 5 AV (f fo + f5 1) + 15402 1 3,
Afo = (AM +4A%) f3f5 —10AY ffy + 15 AY2 [ f7,

M® = 3 A AL2 +12 A23 ALZ _ 5 ALB ALS

forment un systme @rérateur de polyimes invariants par repara@trisation pour
les jets d’ordrex = 4.

Cette proposition sera englobée dans un énoncé plasspiént la preuve ap-
paraitra dans la Section 5.

§4. Invariants fondamentaux pour les jets d’ordre 5

Déenombrement des crochets.Pour s’élever de I'étage = 4 a I'etagex = 5,
'ensemble des crochets que I'on peut former s’identifia édllection des détermi-
nants2 x 2 de la matrice matrice x 9:

fi 14 3A%  5AY  B5A3 TAT,  TA[,  TA], 8M°®
Dff  Dfy DA* DA} DA} DA], DA], DAJ, DM?®

)
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ce qui fait au total d&&2 = 36 crochets, mais il n’y en a en fait qu$ — 10 =
26 a calculer, en tenant compte du fait que nous connaissejaslesC? = 10
mineurs — calculés dans la section précédente — de larpaiiice :

fio f 3AY 5A7 5A]
Dff Df, DA® DA DA] |

Heuristigue. Nous sommes par conséquent amenés a pegaertout polyndme
invariantP(j5f) en les jets d’'ordre 5 est un polyndme en les neuf précédent
polyndmes fondamentaux :

’ ! 3 5 7 7 7 8
fla f27 A ) A17 A1,17 A1,27 A2,27 M )

auxqguels on ajoute tous ceux qui sont obtenus par crocliétage supérieur, apres

simplification, normalisation pliickerienne, divisionemtuelle, et suppression des
invariants redondants. On voit immédiatement que les eaux crochets a étudier

se distribuent en huit familles :

[AZJ’ f]g]’ |:M87 fi/:|7
ALy A1, M, A7),
AL A%, | M?, A7),
AL Akl (M2, AL

Avant de calculer et d’examiner tous ces crochets — taclvstaatielle s’il en
est —, reprenons en main la liste de tous les crochets gedte (.e. invariants
a l'étagex = 4), en les écrivant avec des indices:

f.’

A3 = A2

AP = ALS 1 3 A2 f |
Ny = AL+ AN Fif =S AR+ £Lf]) + 15 A2 £ 7]
M® = 3AMAL2 {12 A23 AL2 _ 5 AL ALS

Remarqgue sur le choix des notations. Nous utiliserons systématiquement les
grandes lettres, telles que\™ (particulierement facile a écrire a la main)M”,
“H”, etc, parce que leur taille les rend disponibles pour recevoir s@ulement
le nombre total de’™ en indice supérieur (poids de I'invariant), mais aussi,ie
dices inférieurs, la suiterdonree de 1 ou de2 dont dépend chaque mondme de
I'invariant en question.

Normalisation préalable des diférentiations totales.Nous avons donc huit famil-
les de crochets a calculer, et pour cela, nous travailkeemec les représentations

3 Cette idée sera discutée plus avant dans la Section 7.
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indiciées de nos invariants connus a I'étage- 4. Auparavant, nous devons cal-
culer a 'avance les deux expressions déeriveds ; et DA/®, et les normaliser en
tenant compte des identités plickeriennes, comme nausrs expliqué ci-dessus.
Calculons donc, en éliminadt™* f/” et A%? f7 & la quatrieme ligne::

DAJ; = AV fiff + A2 fifi + AV (Ff + A7)+

AN AN (f 4 fLf]) - 5 AN (S + Fif]) -
—SAP(fI S+ ) = AV 2 1+ FF) A 15 AN f T+
+H15A2 A 15 AL f S

= AV ff5 4+ 5 A2 ff = AAV (S 4 SF) = AP (F A+ P~
—5AN (S fLf) + AN f -
— 15 A3 fif7 + 15 AL3 [ f =15 AP ff7 + 15 A3 £ f]

= AN fifj + 5 AP fif; = A AM(fI f + fi 1) -
— W6 A (f fi+ fif]) =5 AV (S i+ fif]) + 35 AV £ 7.

Ensuite, le calcul d®A/® est immédiat car il n’'implique aucune relation pliicke-
rienne:

DM8 — 3A1’5 Al,? + 3A2’4 A1,2 4 3A1’4 A1,3+
+12A2 AL L 12A23 AN — 10 AV AL — 10 AZ3 AL3
=3AM AN 15 AP AL — TAV AL £ 2 AP ALY,

Tableau des difrentiations totales. En résumé, nous obtenons les expressions
normalisées suivantes pour nos invariants differentié

Dfi = f!
DA® = Al
DAZ5 — A1’4 fi, 4 4A2’3 fz/ _ 5A1’3 fz”
DAL, = AL ff]+5 A% f1f1— AN (I 17+ fLf7) - /
16 AR (f )+ F15]) =AY (F 4 £ + 35 AV (11 F))
DM® = 3AM AL2 £ 15 A2 AL2 - T AMALS 4 2 A2 ALS

et nous pouvons maintenant commencer a engendrer la talstutiplication —
pondérée par le poids de nos invariants — entre ces deies Encadrées, afin de
découvrir de nouveaux polyndmes invariants fondamenddiétager = 5.

Premiere famille de crochets[AZj, f,g} . Apres un calcul direct gue nous ne détail-
lerons pas, mais dans lequel les normalisations pluakee® n’interviennent pas,
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nous obtenons:
(AT, fi] = DAL, fi, —7AL; - Dy
= AL fi+ 5 AP L fie

— ANV A B fe = T AN FL R -

— 16 A3 (f] f1+ f11]) fr — 28827 £ f1 fil—

= SAM I I S 85 MR B ST 1) -

— 105 A £ f7 £l
= Alg,j,k
Nous trouvons donc huit nouveaux invariamt$, |, AY 5, Ay, Ay, AS) ),
A1, A, etAd,,, qui ne s'expriment clairement pas en fonction de ceux con-
nus a I'étages = 4, a cause par exemple de la présence du détermihaniou
apparaissent;”” et f5".
Observation. Cependant, ces huit invariants ne sont pas indépendangsserx, ne
serait-ce que par héritage de la sym’ezbr[% = Agl, qui implique les deux relations
A, = A3, k= 1,2. Enfait, il y a quatre relations indépendantes, que I'ontpe
proposer au lecteur de vérifier par un développementtirec

9 __ A9 ! a8
A1,1,2 = A1,2,1 - hM
9 __ A9
A1,2,1 = A2,1,1
9 A9
A1,2,2 = A2,1,2

9 A9 rass
A2,2,1 —A2,1,2+f2M .

Toutefois, il est incontestablement préférable d’obteas relations comme suit a
partir de I'identité de type Jacobi, en posant tout sim@eti := f/, Q := f] et
R:=A}:

0= [[fi, fil. M+ (A% AL A1+ [ A7 1)
Si I'on tient compte du fait quef;, f]’] vaut0 ou A3 et si on utilise les relations
[A?, A*] = f! M8, nos quatre relations en découlent. Ainsi, seuls quatsendé
crochets[AZj, f,g} peuvent étre fondamentaux, et on vérifie sans peine/\(iqg,
AY, 1, A3, etAd, , constituent bien de nouveaux invariants qui sont indéaetsd
entre eux, parce que les trindmgg f1, f1 f5f1, f5f1 f5 et fi £} f5 en facteur derriére
AV + 5 A% e sont.
Deuxiéme famille de crochets[M®, f/]. Le calcul, immédiat, libre d’ambiguité

7

pluckerienne et ne nécessitant aucune reorganisdtiomit le résultat suivant:

[MP, fi] =DM® - fi =8 M°® - f/
— [3 A1,5 A1,2 + 15 A2’4 A1,2 - 7A1’4 A1,3 =+ 2A2’3 Al,S} fz/_
— [24 AT AV 496 AP AL — 40 AVP AL fT

_. 10
= M.
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Nous trouvons donc deux nouveaux invarianfg’ et M,° de poids 10, qui ne
s’expriment pas en fonction de ceux déja connus, a caaitemésence du produit
de déterminanta 5 AL? ou apparaitf,”’ fy .

Troisiéme famille de crochets/A7;, A®]. Bien que le résultat final n'apporte pas
de nouvel invariantdf. infra), nous détaillerons ce calcul :

]

27]’

A%l =3DA]; - A* —TA]; - DA
— 3A1’5 Al,? lefj/ +15 A2’4 Al,? lefj/ —12 A1’4 Al,? (le/fjl + fz/f]”)_
— 48 AQ,S ALQ(fi//fj/' + f’L/fj//) —15 A1’3 A1’2 fi///fj/'_
1,3 A 1,2 1,3 A 1,2 1,4 A 1,3
— 15 A8 AL2 fIF 105 A8 AL2 11— T AV ALS fl -
— 28 A3 A3 4 35 AVS AL (fIf1 4 flf) — 105 AL AL FfL

Nous utilisons la relation plickerienne pour transfortesrdeux termes soulignés,
qui deviennent:

2,3 A1,3 1,3 A13 2,3 A1,3 1,3 A1,3
15 A% A fz-/fjl-—15A A fZ{/f]/-+15A A fZ{fj'»—15A A lef]”,

et ensuite, nous additionnons les mondmes égaux et ngresupons le tout dans
un ordre naturel :

1,57

[AT;, A% = (3A19AI2 £ 15421 A12 - 7 AL AL 4 9 A23 ALS) frpr
+ (_ 12 A4 ALZ _ 48 AZB AL2 4 90 AL Al,S) (fi//fj/' I fi/f]/'/)‘

Or, cette troiseme famille de crochets n’apporte aucun nouvel invaridnt effet,
considérons la famille d’identités de Jacobi:

0= [[A7 fi], A7)+ [[A% A7) f5) + (1 A7), A
= [AL; A = 00, ] = g, 2]

Si nous faisons tout d'abord = j (= 1 ou = 2), en utilisant[f M®, f!] =
fL[MB, fl] = f/ M}°, nous obtenons les deux relations::

7

0= [A7

2,29

AB} o f/ MlO

gui montrent que les deux croche{t(szi, A3] pouri = 1,2 sont superflus. Si nous
faisons ensuité = 1 etj = 2, nous obtenons:

0= [A]o A%] = ME[f], f1] — f1[M®, f3] + [AD, A3]

= [AD,, A%+ MO A® — f ME° — 5 A% M°
= AT, %] — 4A° NS — 030

ce qui montre queA,, A®*] est superflu. De la symétrie indiciellg , = A7, on
peut deduire sans plus de calcul que le cro¢hét, A%] est lui aussi superflu, mais
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il est instructif de faire quand méme-= 2 etj = 1 dans l'identité générale :
0=[A5, A°] = MP [ 5, fi] = f5 [MP, 1] = [AD, A3

= [Ty, A = MOAS— M0 4 540 M®

= [AJ,, AP] +4N° M° — 5 M°.

Bien queA], = AJ,, nous obtenons une relation indépendante de la prét&den
et par soustraction, nous obtenons une nouvelle relatioa,pus €nongons en
passant:

0= f3 ML — J{ MP — 8 A0 M,

ce qui anticipe un fait qui va se révéler crucial par lasuies invariants fondamen-
taux formés par crochets jouissent d’un tres grand nordénelations algébriques,
parfois appeléesyzygies qu'il est difficile d’englober dans une combinatoire uni-
fiee. Poursuivons toutefois pour I'instant notre préfiarade tous les invariants
gue I'on peut former par crochets.

Quatri eme famille de crochets[MS, A3] . Le calcul, ‘most elementafydonne :

[M®, A%] = 3DM® - A* — 8 M* - DA?
_ 9A1,5 AI,Q AI,Q +45 A2’4 AI,Q Al,? — 45 A1’4 Al,?) A1’2—
—90 A2,3 A1’3 A1’2 4 40 Al,?) A1’3 Al,?)
=: N2,

C’est un nouvel invarian¥v'? de poids 12 qui a la propriété remarquable de s’expri-
mer seulement en fonction des déterminakts’. En compagnie dé&?® et deM?,
il jouera un role central dans I'elaboration d’'une basezébner pour I'idéal des

syzygies entre les invariants fondamentaux.
Cinquieme famille de crochets[AZj, Ai]. Cette fois-ci, nous ne détaillerons pas

les calculs intermédiaires, puisque nous avons d&jg@y a présent tous les actes
qui permettent de les accomplir. Nous obtenons :

(A, A7] =5DA]; - A} — TA; - DA}
=5 AN AV IfifL+ 25 AP AL fififi — TAM AM fif f—
=56 A*T AL Fffy — 112 AP A>3 fififi — 15 AV AL fif i/~
— O AMAL FIfEf 4+ 15 AN AR (f1 i + f7) fit
+35 AM AL L+ 60 AP AV (FT f+ [1f7) fim
—10A*P AL fififi = 25 AV AV (F i + [11") Fit
175 AN AL T £ — 100 AV AV (£ £ + £ 1) fil+
+60 A AL (fI i+ fif7) fi — 105 AV AL FIFT fit
+ 240 APP AVZ(ff1+ L) S — 420 A3 AV £ FTf
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Ces six invariants sont nouveaux, a ceci pres qu’ils ne¢ gas indépendants entre
eux. En effet(Jac) donne:

= [/ A5), k] + (A%, A2 A3] + [[AS A7), A

relations qui se réeduisenta= 0 lorsquej = k, mais qui fournissent deux relations
non triviales lorsque # k, a savoir:

[ATo, AY] = [A], AS] +5 M AT +5A° M{°,
(AT, AS] = [AS,, AT] =5 M AS — 5 A ML
Celles-ci nous permettent de n’avoir a considérer queglestre (au lieu de six)
nouveaux invariants :
K11,31,1 = [AL, Aﬂ> K11312 : [AL, Aﬂ
Kyha = [Aga, AT, Kyha = [Aga: A3

Cependant, le travail n'est pas terminé. Puisque noustainms queKllf”L1 est
divisible parf], nous devons introduire I'invariant de poids 12 :

1

K= 4
=k ]

— f{f{ (5 A1’5 AL?) + 925 A2’4 A1’3 _ 7A1,4 A1,4 — 56 A2’3 A1,4_

1,1 A5}

— 112428 A%) 4 f 1 (— 15410 AL 75 AR A2
FOAN AL 4 11042 AL 4 fi (501 AL
4 {/( 95 ALB AL 1 15 A4 ALZ 1 g0 A2S3 ALQ).

Pareillement/;?% , étant divisible paif;, nous devons introduire cet invariant défini
parKj% := f% [A7,, A3]. Mais les deux invariants restants, a savolf, , et K33 |,

ne sont divisibles ni paf] ni par f;. Or nous verrons dans la suite qu'’il est naturel
d’introduire des “polarisations” de certains invarianésf@aux — tels quaf(ll?1 —

qgui ne comportent que ded™en indices inférieurs et que nous appelerdns
invariants les “polarisations” de ces invariants spéciaux constdtaut simplement

a mettre des1” et des ‘2” de toutes les manieres possibles en indices inférieurs.
Par exemple, les polarisations g, sont:A7,, A7, etA],. Mais alors, comment
donc les deux invariants’}3 , et K2132 . pourraient-ils &tre obtenus par polarisation,
sachant qu’ils ont trois indices inferieurs? Faut-il neve K> 11,1 etle polariser?

Lemme Sil'on introduit, pour tous, j appartenanti {1, 2}, les quatre invariants
de poids 12

K12 = fif) (5 ALS AL L 95 A2 ALS 7 ALA ALA _ 56 A23 AlA

(fif]+ 1 F) (

5 — 15 A ALZ 75 A24 ALZ 4

— 112420 A23) 4
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(fifi" + 1i"15) (
2
117 (- 25418 AL 415 AL AL 460 AP AL2),

+65 AL ALY 4110 A3 AL) 4 — 50 A3 ALY) 4

alors les quatre invariantd’{3 |, K13 ,, K%, et K33 , précedents sont&obtenus
au moyen des quatre relations

K%y = fiKihs
5
K = f{ES = A ML =5 AT
5
Kyby = Jo Ko+ 5 AP My +5 A5 M7,
Ko = f3 Ko
Grace a ce lemme bienvenu, nous pouvons donc introduimeatiant réduit
K73 accompagné de ses trois polarisatiéfi§,, K7 et ;% (en fait K% = K,3),
et oublier purement et simplement les quatre invariantsoilspal 3 qui nous étaient
fournis par crochets bruts.
Preuve. En considérant la permutation < 2 des indices (noter que le&”
changent de signe), il suffit d’établir la deuxieme id#ntiNous réécrivons tout
d’abord, en repartant de I'expression obtenue dajr,, A3] :

K1,1,2 = fIfIfL (5 ALSAL3 1 95 A24 AL3 _ 7 AL ALY _ 5 A23 A4
— 112823 A%3) 4 f (- 15 AL AL - 75 AR ALZY
+35 AL A 10 AP AM) - f 1 75 (30 A AL 120 A2 AL )
A ( =50 AN ALY s (175 AN ALY — 105 AL AL2-

— 420 A28 ALQ) L g( — 200 A3 A3 1120 AL AL2 4 480 A2S AL?).

Ensuite, nous effectuons la soustraction:
K11,31,1_ f{ K1122 =
_ f{f{fé'( . 1_5 ALSALZ _ E A2AAL2 4 § AL4 ALS _ g5 A23 Al’B)—i—
i f1f{/f2( ALS AL2 | A“Al 2 A1’4 AL3 4 65 A28 A1’3)+
"

+ fifi

+ fififs!

I/

> A13A13)

5OA13A )

5=

(3
U175 AP ALY 105 AV AL — 420 AP ALE) 4
(

+ fUELRY —175A13A13+105A14A12+420A23A12)
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Remarguablement, les coefficients polynomiaux completas 0pposés par paires
de lignes qui se suivent, nous voyons des détermirtartg se reformer :

K — fiKS =

E
2
65 A23 AL2 A1,2) 4 f{(52—0 AL3 ALS3 A1’2)—|—

— f{( _ % A1,5 Al,? ALQ o A2’4 Al,? ALQ + gAlA A1’3 ALQ_

47 (105 AL AN AL 4 420 AP AL ALZ 2175 AL AL ALY,

Les deux premiers termes de la premiére lignes ressentbtanix de\ M[°, nous
pouvons écrire :

= —g A3 MO+

n f{( _ % ALAALBALZ _ 6o A23 A3 AL2 4 % AL3 AL2 AL?’)—i—

n f{'<45 AL ALZ AL2 4 180 A23 AL2Z ALZ _ 75 AL3 AL ALQ).
Et enfin, nous reconnaissons dans les termes restantsd&sipn développée de
—5 A% M®, ce qui nous donne bien la relation annoncée, que nousiveas:
K3, — [1K{% = =2 A M{° — 5 A} M°. O
Sixieme famille de crochets[A/®, A?]. Par un calcul facile, court et sans mystéere

gui nous permer de reprendre haleine avant d’envisagepl&esee et la plus com-
plexe famille de crochets, nous obtenons:

[M®, A?] =5DM® - A} — 8 M® - DA]
— (15 A1’5 A1’3 AI,Q 4 75 A2’4 A1’3 AI,Q 4 5A1’4 A1’3 A1’3+
+170 A2,3 A1,3 A1,3 — 94 A1’4 A1’4 A1’2 — 192 A1’4 A2,3 Al,?_

_ 384 A23 A23 A1,2) fi,+ (_ 45 A5 AL2 ALZ _ 095 A24 AL2Z AL2
+225 AT ALS AL 450 AP AL AL — 200 A1 AL A1’3) 7
= HM,
Le résultat n’est divisible ni pak? (sinonDA? le serait), ni par\?, ni par f/. Nous
trouvons donc deux nouveaux invariafif$* et H,* de poidsl4.
Septieme famille de crochets[M AM- Le calcul complet, que nous détaillons

2,97

dans la Section 9 parce qu'il est délicat, donne:

(AL AL

%’

- ( _5ALSALS 95 AZAALS L g ALAALA | 30 ALAA23

A A2 Az,‘s) (F1f AL+ Ff A+
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+ (15 A9 A12 4 75 A24 AL2 - 35 AL AL
FI0A2FAY) (7 AT+ S 7 AL+
+ (B AMALS 20 A28 AL (711 ALY+ FLL AL+
+ (25 AN ALY ([ A+ FILAT + S AT+ S AT +
+ ( — 60 Al AL2 — 240 A23 A2
+100 A1 AV (FLE ALY + 1A ALY),
Nous trouvons ainsi trois invariants de poids 15:
7 7 7 7 7 7
[Al,la A1,2]a [Al,h A2,2}> [A1,2a A2,2]a

mais cependant, ces invariants s’expriment en fonctionede& que nous connais-
sons déja. En effet, spécialisons tout d’abord les eslatans la formule générale et
nettoyons les expressions obtenues:

[Az,la AZ,Q}

- — f{f{( _ 5A1’5 A1,3 A1,2 - 95 A2’4 A1,3 A1,2 —|—4A1’4 A1’4 A1’2—|—

132 AL AZB AL | G4 A2 A2 ALZY
L 5ALIALBALS _ 30 A2B ALS A173)+
+ AL (15417 A2 AL 4 75 A2 AL AL
35 A4 AL AL L g AZBALS A1’2)+
+fr {/( —B0AMAALZ AL2 940 A2B ALZ AL2Y

£ 100AL3 ALS ALQ),

[AIQ: A;,Q]

- = Idem(indicel — indice2),

(AT, ADs]

= — f{fé( —10 A1’5 ALB A1,2 —50 A2’4 ALB A1,2 + 8A1’4 A1’4 A1’2—|—

+ 64 AT AR AL {128 A% A% ALY
+10 AL AL AL - 60 AP ALIALY) 4

n (f{ 5y + f{/fé) (30 ALS AL2 AL2 | 150 A24 ALZ AL2
2
_ 70 AN ALB AL2 4 90 AZB AL A1’2)+
vy 2//< C 120 ATAALZ AL2 480 AZB ALZ ALZ L
200 AL ALS AL?).

Si nous examinons le polyndme cubique’eqgui est multiple def{’ f’ dans les deux
derniéres lignes de I'expression deA7 ;, A7,], nous reconnaissons par exemple
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—20 M® A'2, ce qui constitue une coincidence que nous devrions nsieifent
exploiter, et ensuite, sans plus tenter de décrire I'ssegsuelle qui nous permet de
deviner des relations algébriques entre de telles expressious trouvons les trois
relations suivantes immédiatement vérifiables par bggement :

0=6[A];, Al,] +35AT M° + f1 HY,
0= 6 [AT,, Ao +35 (AT M3+ A3 ML) + /1 HY* + fy I,
0=06[A],, AJ,] +35A5 M° + f) Hy*,

qui montrent que les trois invarianfd\] ,, AT, ], [A],, AT,] et [A],, A],] sont
en fait superflus. Bien qu’elle nous ait coté de réels &fde calculs, cette cir-
constance n'est pas sans nous déplaire, puisque nous nEoavusi réduire de
trois unités le nombre d’invariants fondamentaux que nauns a considérer
ultérieurement.

Huiti eme famille de crochets[Mg, AZJ}. Le calcul, qui implique seulement quel-
ques normalisations pliickeriennes et bien sr aussi déhiaétique formelle élé-
mentaire, fournit 'expression massive suivante, qui estat completement sim-
plifiee :
[M®, A];] =7DM®-A]; —8M®-DA];
— (_ 3A1’5 A1’4 A1,2 —~15 A2’4 A1’4 A1,2 —12 A1,5 A2’3 A1’2—|—
+40 AP AL ALS 60 A2 AZ3 AL 4200 AT ALS AL
— 49 AN AL ALY 499 AT AZI ALS 904 AP AR AL 1
+ ( — 105 A5 AL ALZ 525 AZA AL ALZ £ 205 AV AL ALS
— 230 AP AVSALE 496 AVTAVT ALY 4768 AV AR AV 4
+ 1536 A%3 A%3 ALQ)( LI L)+
4 (_ 200 ALB A1,3 A1,3> (fll//f.]/ T fl/f.]///)_F
+ (315 AP AL AL2 41575 A2 ALZ AL2 1575 AL AL AL

— 3150 A2’3 Al’s AL? + 1400 A173 A1,3 AI,B) "

K3 7"

Nous obtenons ainsi trois nouveaux invariants de poids 16:

RU-DRAL)L R -
Fy5 = [M®, A;,z]-

Syseme g@nérateur pour les jets d’ordre 5. Il nous faut donc considérer les
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vingt-cing polyndmes invariants fondamentaux :

f{? fév A37 A?? Agv Az,lv AI,Q? Ag,% M87
A?,l,l? A?,ma Ag,ma Ag,2,2a M110> M210>
NZ K1, Ki%, Ky, Kb,

Hi'. B RS RS RS

Probleme. Décrire explicitement I'idéal des relations entre casgticing polynod-
mes et établir que tout polyndme invariant par reparaimﬁtonP(ff) se repré-
sente comme polyndnie( f1,..., M5, ..., H{* ... F}$) ences vingt-cing invari-
ants fondamentaux.

§5. Jets d’ordre 4 en dimension 2

Neuf relations fondamentalesCette section et celle qui suit sont consacrées a
I'étude plus accessible dBS;. Pour les jets d’ordre 4, on considére les neuf
polyndmes invariants fondamentaux :

(f, f AN AL AL, A, AL, MY,

et avant de passer aux jets d’ordre cing, nous allons dé&eraiie tout polyndome
invariant par reparamétrisatidi’(j4 f ) se représente comme polyndme de la forme
P(fi,....A3,... . M®).

Trois calculs distincts sur Magleonduisent aux neuf relations fondamentales
suivantes entre ces neuf invariants:

0= f3A7 - f A3 —3APAY,

|

02 ff f5 M® =33 AT, +5A% A3,

[[e

foA] L — fIA], —5A AL,
foA o — fIAT 5 — 5 A% A,

o O

3

IES

FURME = 3A% AT, +5A7 A,

[l

0= f3 f3 M® —3A° A, +5A5 A3,

4 Les résultats que I'on recoit (aprés un quart d’heurealeut environ) dépendent de I'ordre
monomial choisi; ils comprennent d’autres relations sfipes,i.e. déduites des neuf fondamen-
tales que nous listons, parce que le logiciel doit effecalgorithmiquement I'opération diteS*
polyndéme” sur tous les couples d'identités, suivie d'algsion par les €léments présents, afin de
compléter le calcul d'une base de Grobner réduite. Bautemercie Erwan Rousseau de lui avoir
communiqué cette liste, ainsi que l'invariant®.
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7
0= fIA° M® — AT AT, + AS AL,
0= f5A% M® — AT A, + AZ AT,

[o = 5% AP MBS — AT, AT, + AT, AT,

Dans le cas des jets d’'ordre= 3, seule la premiere relation est présente ; l'idéal
des relations est principal et il constitper sela base de Grobner adéquate.

Question. Comment retrouver et prévoir I'existence de toutes cestitais ?

Indication de réponse. Au niveaux = 4, une seule identité de Jacobi peut étre
formée et elle donne la relation déja conr‘m@j2 = A%yl, qui est cependant triv-
iale par rapport aux neufs identités listées ci-dessuaisn déchiffrant ces neuf
équations, ou bien en observant que les deux famillesmtii@s qui sont satisfaites
dans les algebres pliickeriennes et que nous avons til&gaas systématiquement
pour normaliser I'expression définitive de nos crochetsyeht nécessairement et
naturellement “emboiter notre pas” lorsque nous formouns tes déterminanfsx 2

de la matrice

Y

fio fi 3AY 5AT 5A3
Dff  Df, DA® DA DA}

nous devinons ou nous constatons, que le lemme général suivant est vrai

Lemme Pour tout quadruplet(P, Q, R, S) d’invariants de poidsn,n, o, p, les
deux identiés suivantes de typellerien sont satisfaites

0=mP[Q, R +0oR [P, Q] +nQIR, P]|, (Picky)

0=[P,Q] - [R,S]+[S,P] - [R, Q] +[Q,S]-[R. P]|. (Plcky)

Preuve.Si en effet nous développons les deux derniers crochets :
oR(nDP-Q—mP-DQ) +nQ(mDR-P—0oR-DP),
les deux termes extrémes s’annihilent, tandis que les ti#mes centraux:
—omR-P-DQ+nmQ-DR-P=-mP [Q, R]

reconstituent 'opposé du premier terme de la premiezatiteé (Pick;). La seconde
(Plcks) n’est gu’'une reformulation de la relation plickerienmadamentale qui
est satisfaite par les six minewrs< 2 d’'une matrice de taill@ x 4. On la vérifie
en développant les trois produits de détermin&nts2, ce qui produit 12 termes
constitués de 6 couples s’annihilant. O

5 Lauteur a d’abord deviné et reconstitué les relatioesérales qui sous-tendent les neufs iden-
tités précédentes avant d’arranger synoptiquemertriadtion de nouveaux invariants par simple
calcul de mineurg x 2.
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Reconstitution des 9 syzygiesll est tres remarquable que les identitéd (k)
permettent de reconstituer les huit premieres (parmi)mbes identités listees (voir

ci-dessous), et que la neuvieme identite ‘puisse étre obtenue comme l'une des
identités Plick,).

En effet, au niveau précédent= 3, nous avions cing polyndmes invariants
fondamentaux :

(£ 5 A A7 A3

Par conséquent, le nombre d’identités fondamentdhési() possibles est égal a
C2 = 10, et nous les écrivons dans I'ordre suivant:

oéﬂU;Aﬂ+&VULﬁytﬁM%ﬁL
02 £ [f5, A +5A [, £5] + f3[A2, £1],
0= fi [f3, AS] + 503 [f1, f5] + 5 [A3, fi],
0£ fi[A% AT+ 547 [f1, A% +3A% A3, £1].

0= f][A% N3] +5A3[f, A*] +3A%[A, £1],
0L f1 A3 A3) +5A3[f], AT] + 5 A3 [A, £1],
02 f3 [A% N3] +5A% [fa, A*] +3A°[AS, f1],
o—f; [A%, AS] 4+ 5 A5 [f5, A°] +3A%[A], f3],
0= f5 [A}, AS] +5 A5 [f5, AT] +5A3 [A3, f3],

0L 3A[A3, AZ] +5A3[A3, AZ] +5A7 [AZ, A%].

De méme, le nombre d’identités pluckeriennBéd:,) possibles est égal au nombre
Cs=5:

k

o

= [f1 fa] - [N AT+ [AY, A [A% ] + s, AT] - [A°) A1)

ZMMWMHMMMWHWMMWL

ﬁmmmmwmﬂmmhmmmmL

= [f1 A% [AL AS] + [AS, AT [AD A% + (A% AS) - [AD, AT,
= [f3 + +

A présent, nous pouvons réécrire tous ces crochets brutdilisant les notations
gue nous avons introduites pour désigner nos neuf invatisout d’abord dans les
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dix identités Plck,):

—fiA5 = 3NN+ f A3,

—fiA o = BAPAT + AT,

—fiAs, = 5N A+ fo A,

—fifi M® =5 AT AT+ 3A% A,

—f1fs M® =5 AT NS+ 3N AT,

=5 fIA° M® —5A5AT +5ATA],

—fofi M® = 5A5AT + 3A° AT,
—fofs M® =5 A5 A5+ 3A° AL,

L 5 [ AP M® —5A3AT, +5A5 AT,

W= All= = Ml Hls e Qs lll=

o O o o o o o o o o

Il

—3AP AP M® — A fi MP + AT fy M®
et ensuite dans les cinq identit§2/¢ks) :
k
0= A% f{ M®+ AT, A — AT, A3,
l
0= A% f5 M+ A3, A3 — Aj, A3,
O = 5 A3 A3 M8 + A;1 Aig - A;2 Aila
0= 5A5A% M® + AT fi M® — AT, f3 M®,
0= 5A5A% M® + AL, f{ M3 — f3 AT, M°.

Ici, en admettant bien sr qug , = A, 1, On constate que :

113 a n [1] 1 ”
e “="fournit“=";
113 b n [1] 2 ”
e “="fournit“=";
3
. 113 é” fournlt [1] E" ;
d 4
. 113 E” fournlt [1] E" ;

. 5
o “=" fournit“=":

. 7
° é fournit“=";
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“Z» ast redondant avec®” ;

h . 6
e “="fournit“=";

i" .

" fournit “

[ ]
Il

L= redouble “S” en la multipliant parh/®

k” Hi”.
e “="redouble '=";

l ,
e “="redouble ‘<”:

. . ., 9,
e “Z” fournit la derniére identité manquante=" ;

o “Z" redouble ‘2" en la multipliant parM/® ;

o

" redouble “=” en la multipliant par)/8.

Conclusion. Toutes les identités algébriques entre les invariamtddmentaux que
nous avons trouvées a I'aide de Maple pour les niveaux3 et x = 4 peuvent en
fait étre obtenues mécaniquement grace aux trois fasfbndamentales de syzy-
gies:

(Jac) : 0= [[P, Q. R] +[[R, P], Q] + [[Q, R], P],
(RF) : 0=mP[Q,R] +0oR[P, Q] +nQR, P], :
(Pick) - 0=[P,Q]-[R,S]+[S,P]-[R,Q +[Q,S]"[R,P]

Genese des syzygie<rucialement, il semblerait que I'on puisse engendrerg®ut
les relations entre tous les polyndmes invariants que d@mstruit récursivement
par crochets, juste en développant par récurrence ttegédentités (fac), (Plck,)

et (Plck,) possibles lorsqu’on passe d’un étage de jeisl’étage supérieuk + 1.
Cette idée conjecturale est renforcée par le fait que thatiseorie classique des
invariants, il existe aussi trois procédés automatiquésengendrent I'idéal des
relations entre les invariants, et on demontre rigounsese ([4]) que tel est bien
le cas, sans toutefois poursuivre I'étude plus avant, aditrauver des bases de
Grobner signifiantes d’'un point combinatoire, ou afin deailer des harmonies
formelles encore inconnues qui montreraient expliciteneenquoi I'algebre des
invariants est de Cohen-Macaulay, ce qui est toujours lpaasun groupe réductif

([4]).
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§6. Decomposition en repesentations de Schur

Motivation. La cohomologie des fibrés de Schur sur une variété piogetisse
étant connuedf. e.g.[5] et voir la Section 8 ci-dessous), nous cherchons main-
tenant & décomposer en représentations irréductildechur les gradués de poids
m de nos deux algebres d'invariariiss; et DS;.

Action lin éaire diagonale sur les jets.A cette fin, sur I'espace des jets d’ordre
x en dimension deux muni des coordonnggs f3,..., f™, 1Y, ),
considéronsdf. [5]) I'action du groupe linéaire a deux dimensio6§,(C) —
constitué des matricesx 2 de la forme

W = ,
u w

out,u,v,w € C satisfonttw — uv # 0 — qui est définie diagonalement par la
méme transformation évidente sur chaque étage de jets:

A A A
A A A

pour tout) tel quel < A\ < k.

Décompositions de Schur. La théorie classique des représentations du groupe
linéaire permet alors de décomposer toute représentd8GL,(C) comme somme
directe de représentations d'un certain type, ditesSchurque I'on repére facile-
ment en recherchant tous les vecteurs qui sont invariantgpeertain sous-groupe
deGL,(C). Enoncons ce que la théorie générale donne dans le casugiintéresse.
Définition. Un polyndme invariant par reparamétrisatibiij~ ) est appelébi-
invariants’il est unvecteur de plus haut poigsour cette représentation, c’est-a-dire
s’il estinvariant par I'action du sous-groupe unipotgptC) constitué des matrices

de la forme:
U 10
=y 1)

Autrement dit, un invariant simple satisfaitP (j*(f o ¢)) = (¢')™P((j*f) o ¢)
pour un certainn > 1 et c’est unbi-invariantsi 'on a de plus:

P2><inv<U jﬁf) — P2><inv<jlif)

pour toute matrice unipotentec U, (C).
Exemples.Puisque I'on a trivialement - f{ = f{ etu - f{' = f/, etaussi:

uoaes | B0 B u Y e

8B s |
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nous voyons immédiatement qyig A®, A7, AT, et M*® sont des bi-invariants (au
nombre de cing), tandis que les quatre invariants restargayoir f5, A3, AIQ et
Aj , ne sont pas bi-invariants.

Repérage des repesentations de SchurD’apres la théorie générale, a tout vecteur
P2xinv de plus haut poids correspond alors une et une seule repaéise de Schur
I'h:2) | o les deux entiers etl, satisfaisant, > [, sont aisement repérés comme
étant les exposants des deux éléments diagonaux quicaggent dans la valeur
propre

t- P2><inv — < t 0 ) . P2><inv — tll ng P2><inv

0 w

dont jouit le bi-invariant — qui est nécessairement vecpgapre — par rapport au
sous-groupe des matricesx 2 diagonales. Tres concretement, I'enfiecompte le
nombre total d’indices inférieurs*),” qui interviennent dans chagque mondme du
bi-invariant en question, et de méme, I'entigcompte le nombre d’indiceg*),”,
et puisque chaque\®” contribue pour exactement un indicé),” et un indice
“(-),”, il estimmédiatement clair que nous avons la correspoodauivante entre
bi-invariants et représentations de Schur:

f{ 1—\(1,0)’ A3 N 1"(171)’

ATy ——TED, M® —— 12,

AS s T,

Fait d’expérience. La détermination directe des bi-invariants en dimensioa 2
pour les jets d’ordre: = 4 oux = 5 estbeaucoup moins coteuse en calgue
la détermination de la totalité des invariants par repeataisation. Voici en effet le
premier de nos deux résultats principaux.

Théoreme Pour les jets d’ordre 4 en dimension 2, tout bi-invariant deds m,
p2xinv (4 £, j*f,), s'écrit sous forme unique

P2><inv (]4f) — Q2><inv<f{7 A3, Ail? MS) 4 A? R2><inv (f{7 A3, Aila M8),
ol Q**1v et R2Xv sont deux polydmes absolument arbitraires en leurs arguments

qui sont de poids: et de poidsn — 5, respectivement. De plus, l&al des relations
entre les cing bi-invariants fondamentaux

(£ A% A7 AL M),
est principal, et pour pgciser, il est engenérpar I'uniqué relation:

0= fifiM® —3A°AT; +5AJAL.

6 Ce fait a été confirmé par un calcul de I'idéal des retagisur Maple.
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Par congquent, une base de I'espace vectoriel des @hes de poids: invari-
ant par repararétrisation et par rapporta I'action de U,(C) est constitée de
'ensemble des m@mes

(f)° (Ag)ﬁ (AI,I)’Y (M8)5, avec o+ 30+ 7y +8) = m, et:
A3 () (M%) (AT) (M®)°, aveca+33+Ty+85=m—5,

et chacun de ces deux ntames correspond respectivement aux deuxésgmta-
tions de Schur

[atB+37+26, f++26 et [2TatB+3y+26, 14+5+7+20

Constquences. Avant d’entreprendre la démonstration de ce premier rénde,
notons que l'algébre comple®S; des invariants par reparamétrisation s'obtient
maintenant facilement en regardant I'orbite, par I'actiorgroupe complegL, (C),

de chacun de nos cing bi-invariants ; on constate d’aillquii suffit de considérer
I'action des matrices de la forme

V._lv
—\o0o 1)

gui nous fournissent immeédiatement :

V~f{:f{—|—vfé, V-A‘;’:A?Jrv/\g,
VAT = AT+ 20A7, + 07 AL,

et de cette maniere, non seulement nous engendrons facitdes quatre invari-
ants fondamentaux non bi-invariants que nous connaisdigasmais encore — et
c’est la qu'apparaitine straégie crucialement simplée que nousa-exploiterons
ultérieurement pour Btude deDS; —, nous déduisons que I'orbite des polyndmes
arbitraires er( f{, A®, A}, A],, M®) estjuste constituée des polyndmes en les neuf
invariants par reparameétrisation que nous avions engsneln calculant méthodi-
guement des crochets.

Corollaire Pour les jets d’ordre quatre en dimension deux, l&tge DS; des
polymdmes invariants par repara@trisation est polynomialement engeadrpar
les neuf invariants fondamentaqyg;, f5, A®, A3, A3, AT, AT, A],, M?®).

Restrictions. Toutefois, cette maniere eéconomique de procéder —ettxatiu-
sive et exhaustive des bi-invariants suivie de la dédngtacourcie d’une descrip-
tion partielle de I'algebre compléte des invariants — oerhit pas de description
précise deDS;, c’est-a-dire notamment qu’elle ne fournit pas une acgitunique,
en tenant compte des 9 syzygies fondamentales, de toutguob/général de la
forme:

,P(f{> fé> Aga Ai’a Ag> AI,D AIQ’ AE,Q’ MS)’
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et qui plus est, il serait impossible d’obtenir un tel résticomplet, et ce pour
une raison profonde, a savoir que I'orbite gdr, (C) de l'unique syzygie existant
entre les bi-invariants ne couvre pas I'ensemble des neayfgsys fondamentales
qui existent entre les invariants complets.

Heureusement, puisque seule la décomposition en repedwms irréductibles
de Schur présente un véritable sens algébrique, et,gussgue nous aurons seule-
ment besoin de cette décomposition pour conduire nos Isatt®icaractéristique
d’Euler dans la Section 8, il est en véritée essentiellenientile de poursuivre
plus avant I'étude d®S;. Nous confierons quand méme au lecteur désireux de
s’exercer a maitriser les bases de Grobner le soin ldietténoncé suivant, ou
d’autres énoncés analogues qu'’il pourrait formuler eaisissant & sa guise des
ordres monomiaux différents.

Proposition Tout polyrdme en les neuf invariants fondamentawecst de mangre
unique comme suit

P(f{? fé? A37 AI,I? A;,Q) + A3 Q(f{? fé? A37 AI,I? Ag,2)+
+ A?R(f{v fév A37 Az,lv A;Q) _'_AgS(f{v fév A37 Az,lv A;Q)_'_
+ AZ,2T(f{’ fé? A3> AI,D A;z) +A3AI,2Z/{(]E{> fé> Aga AI,D A;,2)>

ouP, Q,R,S, T et sont des polydmes arbitraires en leurs arguments.

Démonstration du premier theoreme. Par définition de I'invariance par reparame-
trisation d’'un polyndmé = P(j4f) de poidsm, on a:

P(5(f o) =¢" P((j'f) 0 0),
pour tout biholomorphisme local de C. En suivant une astuce de [5], nous allons
appliquer cette formule & := f; ' en supposant l'inversibilité, d’odf = fil ofi .

On a tout d’abord trivialementf, o f;') = Id, d'ou (f; o f;)™ = 0 pour
tout A > 2 puis, par des calculs directs dont la teneur est déjadéear notre
connaissance préalable des invarialitsA} et A, :

_ 12

(fao f7Y) = 7 o fi!,
_ " A3 _
(fQOfl 1) :(f{)gofl 17
n A5
(fQOffl) = (f{1>5off1>
nn A7
(fao fi)" = %o fih.

(f)7
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Par conséquent, tout polyndrRé;* f) invariant par reparamétrisation satisfait :
f A° AY Al, ) -1 1 -1\ 4 —1
P 17_707 70a a07 7 Of :<_Of ) P jfof .
(50 g0 e ) 2 = (o ) PG e )
Recomposons immédiatement avyggour faire disparaitrg; *. Si ensuite nous
écrivons le polyndme de dépdtt= P(;j*f) sous la forme générale suivante:

>, Pasas—da = (F1)* (F3) (1) (f2)* (A1) (£2")°2 (") (F57)*%,

a1+az+2by+2ba+---+4do=m

avec des coefficients,,.,..s, € C, l'identité obtenue a I'instant nous permet alors
d’obtenir une représentation généraleRte
/ A3 AD AT
L2 A 2.0, 7=, 0, }’2)
oD ()
a a b c d
> 1 (f3)* (A%) ™ (A])™ (AL1)™

pa1a20620620d2 (f{)a2+3b2+562+7d2

PUf) = (F)" P<1,

= (D"

a14az2+2b2+3co+4do=m

1
€ (C [f{? féu A37 A?? AI,I] |:_/:| )
h
qui est presque polynomiale, a ceci prés qu’on s’aut@rdeiser parf;. Calculons
alors I'ordre maximal er}l—, de cette expression rationnelle :
1

max (a2 4 3by + Be + Tds — m) - max (b2 42 + 3d2)
a1+as+2bs+3ca+4do=m az+2bs+3co+4da=m
1
=—. max (2b2 + 4eo + 6d2)
2 2by+3co+4da=m
1
= + - max (02 + 2d2)
2 3ca+4da=m

m
2
3
Z m.
Ainsi, tout polyndmeP (j* f) € DS;,, est de la forme:

D0 ()Pl A% AT AT).

Cependant, toutes les expressions rationnelles de cette floe conviennent pas:

/}%]?,3 avecm = 4 ne se simplifie pas pour produire un vrai polyndbme appartena
171
DSé,m, bien que cette expression rationnelle soit invarianter@aaramétrisation.

Toutefois, 'énoncé suivant, que nous transféronsotient aux jets d’ordre quel-
conque, est clair.

Lemme Tout polydmeP (j* f) en le jet strict

5 = (Fs foo S B 10, 187
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d’ordre > 1 d’'une application holomorphe localg = (f1, f2) : C — C? qui est
invariant par repararétrisation,i.e. qui appartienta DS5_, peutétre repeseng
sous la forme

P(jnf) = Z (f{)apa(féaA37A?aAI,1>A£1),1,1a"'>A%{7%)7

.....

2,m?

7%71m<a<m

avec certains polydmesP, de poidsm — a. Réciproquement, toute expression
rationnelle de cette forme qui s’axe étre polynomiale en” f quand on simplifie
nunerateur et @nominateur appartiera DS5 .. O

Ici on considére comme précédemme%r‘it11 = [A{l, fﬂ et on introduit

77777777

Décrivons maintenant les polynom%& P( ”f) deDS ., ecrits sous une telle
forme rationnelle qui sontinvariants par I'actiondg(C). Par définitiony-P = P,
i.e. explicitement:

P(fis S fL L 4wl S0, 19+ u 1) = P(7F),

pour toutu € C. De maniere équivalente,

_P<f1’f2+ LB fls . 1(@, e +u fi” )EO,

ce qui revient a dire quB est annulé identiquement par le champ de vecteurs
K) 0

i f )

afz (9f ' (9f2(ﬁ)

i.e.que l'on a:0 = U P. On constate ensuite immédiatement que:
U A = (B u fi7) = BB Fu i) = A7
i.e.: 0 =U A" d'oll nous déduisons:

3 3 5 5 7 9
U-A*=A%  Uu-AT=A},  U-AT =A],,  U-AY =A7,,  etc

U:= f{ fl

En appliquant donc cette dérivatibia la représentation rationnelle d’'un polynéme
quelconqueP( "‘f) € DS;,,, obtenue a l'instant, nous voyons que I'équatios:

U P est satisfaite si et seulement si cha@eest indépendant dg. Nous pouvons
donc résumer comme suit le résultat obtenu.

Lemme Tout polyrdmeP?*inv (j"‘f) qui est invariant par reparaktrisation et qui
est invariant par rapporé I'action unipotente deéJ,(C) peutétre repéseng sous
la forme:

P2><inv (]Iif) — Z (f{)a Pa2><inv (A3’ A?? Az,la A€1)71’17 o 7A%:€7&>7

,%mgagm
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avec certains polygmesP2*"v de poidsn — a. Réciproquement, toute expression
rationnelle de cette forme, si elle s@eétre polynomiale en” f quand on simplifie
nunerateur et @nominateur, appartientatessairemer@ DSy, et constitue un bi-
invariant \éritable. [

En revenant a présent aux jets d’ordre 4, utilisons ldiia
0= fifi M® —3A*A], +5A7 A}

pour éliminer toutes les puissances Alequi sont supérieures ou égales a 2 dans
chaque polyndm@2*"v et reorganisons le tout en puissancegdéNous obtenons
ainsi une nouvelle représentation:

PR () = 30 ()7 [ @I (AL AT, ME) + AR (A AT, M),

7%m<a<m

avec certains polyndme32*"v de poidsn — a et R?*" de poidsn — 5 — a.
Maintenant, c’est un fait remarquable qu’une telle repnésation (dans laque-
lle on a tenu compte de l'idéal des relations entfe A®, A}, AT, et M®) doit
nécessairement ne faire apparaitre que des puissansiéisgsdef;, et donc étre
automatiquement polynomiale : nous I'affirmons.
En effet, si tel n’était pas le cas, en prenant peliexposant le plus négatif tel
quePxinv A3 R2xinv £ () et en chassant le dénominategt—, nous obtiendrions
1
une équation de la forme

Q?Ixinv(A37A117M8) + Ai) szinv(Ai’),AI,l,MS) = O(f{),

qui s’annulerait lorsqu¢, est égalé a zéro, circonstance qui est exclue par le Emm
suivant.

Lemme Etant donié deux polydmes quelconqued et’R de trois variables com-
plexes, l'identié:

0= Q(A% Aly, M®) + ATR(A% A, M®)

=0

estidentiqgementsatisfaiteda@%fg, v AR R 4], lorsquef| estéga-
|éa Zro, si et seulement § et’R sont identiquement nuls.

Preuve.Développons en effet tout d’abord cette identité suivastpuissances de
M8
0= (M)"|Qu(A% AT,) + AT Re (A% AT,) |

k>0

£=0’
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la somme étant bien entendu finie. Lorsdije= 0, les expressions:
A3
5
Ay

7
A1,1
M8

o= IS
o = 3ULIDI,

o= IS (FLRVLH.

o = BUT RIS — 207 1Y — FLED ) — S ) 1.

montrent que\/®
A3

-0 est algébriquement indépendant des trois polynais pfsio,
1— 1=
1o~ Nousen déduisons que

-

7
fi=o M

0= Qu(A% A7) + AT Ri(A®, AT)

f1=0

pour toutk. L'énoncé suivant permet alors de conclure. O

Lemme L’identité polynomiale

0=8(A% AT,) + AT (A% A],)

fi=0

est satisfaite si et seulement$si= 7 = 0.

Preuve. Pour simplifier, introduisons les deux variables algéleiment indépen-
dantesr := —f{' f; ety := f/, de telle sorte que

A3 =, A

fi=0

_ 7 _ 2
fio = 3y, Aj flmo = 15 y“x.

En développan$ et 7 en série de mondmes et en regroupant les termes selon les
puissances dg, on obtient une identité :

0=y, 2 <Zk 15! s xk-}—l) +3% s (Zk 15t xk—f—l-i—l)
gui se déploie nécessairement en deux collections diiésn
0=, 15" sy a** et 0=, 15t 2!

indexées pat, lesquelles impliquent enfin manifestement I'annulatientaus les
coefficientssy; etty,;. O

Ainsi le lemme implique qu&@?2*™v + A R2*m = (), contradiction. Donc en
conclusion, I'expression obtenue :

PN () = 3 (A" | QEI (A AT 1, MP) 4 ATRE™ (A%, AT, M)

0<asm
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ne fait intervenir que des puissances positiveg/dec’est donc un vrai polyndme,
et tout polyndme de cette sorte est manifestement invgsenreparamétrisation et
par rapport a I'action d&,(C). Le théoréme est démontreé. O

Remarque sur le dege de transcendance Observons au passage que les quatre
polyndmes fondamentaug, A3, A{l et M8, dont les puissances apparaissent de
maniére quelconque damd*inv (j4f), sont en fait algébriquement indépendants
(heureusement!). En effet, en partant des expressionsleteap

fi=nh

A3 — Al,?
ATy =AY LA+ AN LA —10AY fLfY 4+ 15 AY fT fY
MS — 3A1’4 A1’2 =+ 12 A2’3 Al,? o 5A1’3 Al,S7

si nous introduisons la combinaison algébrique :

A? 3
M® = M* —3—
fif
= —5 AP ALY £ 30 AV AL2 —1/,, — 45 AV A2 f—{: —1,,/
fl fl 1

nous voyons immédiatement quyig A3, Ail et M® sont algébriquement indépen-
dants, puisque leur expression, de type triangulaire demsdriables de jets, fait
successivement apparaiifg f1', fi" et fi".

Lemme Audessusd€|fi, 4, . f5, f", £, f1", f5"] . le degi de transcendance
du corps engendr par les cing bi-invariantgy, A*, A7, AT, et M® estégala 4,
tandis que celui du corps engergdpar les neuf invariantg, f5, A%, A7, A3, AT,
A7,, A, et M® estegala 5.

§7. Jets d’ordre 5 en dimension 2

Idéal des relations. Nous pouvons donc maintenant poursuivre notre étude des
polyndmes invariants par reparameétrisation au niveayets d’ordrex = 5. A cet
etage, parmi les ving-cing invariants que nous avons t&dacet normalisés dans la
Section 4, onze d’entre eux sont bi-invariants de manégidente, & savoir ceux
qui ne comportent que des-¥;” en indice inférieur :

! 3 5 7 8 9 10 12 12 14 16
f17 A7 A17 A1,17 M7 A171,17 M1 ) N ) K1,17 Hl ) Fl,l‘

Sachant que nous avons déja systématiquement tenu eal@pidentité de Jacobi
toutes les fois qu’elle nous permettait de réduire le nandkinvariants indépendants
qui doivent étre envisagés, I'idéal des relations qustexentre nos bi-invariants
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est alors maintenant construit en écrivant méthodiquetnes C2 = 10 relations
(Plcky) que I'on peut former en sélectionnant trois colonnesrabés de la ma-
trice:

Y

[ 3A 5AY TAY, 8MP

Df; DA3 DA? DAT, DM®
et aussi leg”? = 5 relations PlIck,) du deuxiéme type associées a chaque choix de
guatre colonnes de cette méme matrice, ce qui nous donne:

(A%, AT+ 5 AT [f1, A°] +3A° [AY, fi],
O—f{ (A%, AT ]+ 7TATL [ AP +3A% [AT L, f1],
0= f{ (A%, MP] +8M° [f1, A®] +3A% [M®, f1],

(AT, AL +7AT [f AT +5AT [AT L, f1],

(A, M®] + 8M8 [f1, AT] +5A7 M5, f1],

(AT, M®]+8M®[f], AT ] +7TAL, [M®, f1],

0= £
02 £
0= 3A%[A], AT ] +7AT, [A%, A7) +5A% [A],, A%,

0 Z 3% A7, M5] + 8 M3 [A%, A3] +5 A% [M8, A%,

0= 3A%[A],, M®] +8 M3 [A%, AT ] +7TAT, [M5, A%],

02 5A%[AT,, M®] +8 M3 [AS, AT ] +7AT, [M5, A7),

A1 A% (AL AT+ (AT A [AD A%+ A% AT ] AT, A1),
[ A A5 M) [, ] (AL, A% [0 MR- A A

[ AT (AL MO (M5 ] (AT, A (A% M0 (AT ),
A1 AT] - (AT MO (M5, ] (AT, A7)+ (AL, M0 (AT, ),
T A% A7) - (AT, M) 4 [MP, A% AT, A3 4 AT, M) AT, A9,

Dénombrement des syzygies comgles. L'idéal complet des relations(ck,) et
(Plck,) existant entre les ving-cing invariants comporte :

C3 + Cq = 84 + 126 = 210,

relations que nous avons patiemment développées sae tpgiges manuscrites,
mais que nous renongons a recopier dans ce fichigKLpour la simple raison
gu’il suffit, comme nous I'avons argumenté, d’étudierlsewent les bi-invariants.
Sur les 15 signes=” donnant les syzygies qui existent entre les bi-invariambsis
conservons, pour mémoire, la numérotation dedios 126 équations manuscrites.
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Enoncé. Voici maintenant I'enoncé gue nous devrions attendreroeroonstituant
notre deuxieme résultat principal.

Théoreme Pour les jets d’ordre 5 en dimension 2, tout bi-invariant deds m,
p2xinv (55 £, j° f,), s’exprime polynomialement en fonction de onze tyes fon-
damentaux

/ 3 5 7 8
i A A7 Al,l M
9 10 12 12
A1,1,1 M” N K1,1

14 16

Hj F1,1

qui sont donis explicitement en fonction géf par les formules calcéesa la
Section 4, et dont I'idal des relations est constéwles quinzéquations de degr
< 3 suivantes

8

= _fIf M =5 AT AL +3APAT,
0= —ffI M = TATAT, +3A°AY,
0= —f{ N'> = 8 AT M® 4+ 3A% M/,

0L _fif K13 —TAT, AT, +5ATAY, .
0= —f{ H{* —8AT, M* +5A7 M,

02 —fI FlS —8 MSAY, | +TA], M,

0Z —3A* K12 —7AT, M®+ 515 MY,
0Z —3ASHM 8 f/ M* M® +5A3 N2,
0Z —3A3FS — 8 f{ M* M!° +7TA] N'™2,
02 5N F)S —8 fi MY K% +7AT HY,
0E ATKIZ + MSAY,, — AT, M,
0Z AT HM 4+ f| M* M — AT, N2,
0= ATFI 4 MM — A, N,
0Z AT, FlS + fi MIO KIS - AS, HI,
0E M F + N2 K12 — M0
Par souci de ne pas alourdir exagérément I'énoncé deéogdéme nous repous-

sons a la Section 8 I'eénoncé précis qui donne les somireses de représentations
irreductibles de Schur permettant d’entreprendre urutdke caractéristique d’Euler.
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L'action des matrices de la forme:

(o 1)

faisant “renaitre par polarisation” les 14 invariants gei sont pas bi-invariants,

nous pouvons en déduire une description partielle, méfisante pour notre objec-
tif, de DS5.

Corollaire Tout polydmeP (5° f1, j° f>) invariant par reparangtrisation s'exprime
polynomialement en fonction de vingt-cing invariants fomentaux

Ff A A A AL AL, AL, O
A?,l,l Agl),Q,l Ag,1,2 A%,m M M°
NTOKE K KL RS

g H RS RS RS

qui sont donis par les formules explicites normées

fi

A% = AL

A= A f— 3 A2 f7
AT = AV + AN FLE =5 AV (fI )+ £ + 15 AV £ fY
M?® =3 AV AL + 12 A% A2 — 5 ALS AL

Aji o= AV ST+ 5 A LT

— AN+ LI f = T AN f -

— 16 AP (ffj + Fif] ) fi. — 28 8%° fifi fil~

= SAN(F S+ LI i+ 35 AV (F S fi+ £ F 0+ FL ) -

— 105 AN £ f7 £,

Milo = [3 A1’5 A1’2 +15 A2’4 A1’2 _ 7A1’4 A1’3 4 2A2’3 Al,?)] le_
— [24 A% AL2 496 APP AL — 40 ATP AL Y
N12.= g AL ALZ AL2 L 45 AZ4ALZ AL2 g5 ATAATB ALZ

—90AZ3 A3 ALZ L 40 ALB ALS A1’3,

K% = fif; (5 AT AL 425 AP ALY T AVEALE — 56 AT A — 112478 A2’3)+

1p1 g
4 (fzfj . fi fj) ( 15 AL AL2 75 A24 AL2 4 g5 ALAALS 4 110 A23 A1’3)—|—

(fif]"+ 171
2
n fi”fjl‘/( 95 AL ALS L 15 A4 ALZ | 6o A2B A1,2)7

+ (—s0a12 AL+
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HI = (15417 AL AL2 4 75 A2 ALF AL 4 5 ALE AT AL
F1T0AZP AL ALY 24 AVIALEALZ 192 AV AZ3 ALZ
— 384 A2’3 A2’3 A1’2) fz/ 4 (_ 45 A1’5 A1,2 A1,2 — 995 A2’4 A1,2 A1’2+

+225 A ALS AL2 1450 AZF ALF ALZ - 200 ATF AL ALY 7

Fff — (_ FALS AL AL2 _ {5 A24 ALAAL2 {9 ALS A23 AL2,
L 40ALS AL AL _ 60 AZA AZ3 ALZ 1 900 A4 AL ALB_
49 AN AL ALY 422 AT ARSI ALS 904 A3 AR AL 1
4 (_ 105 A1’5 Al,.?) ALQ — 525 A2,4 ALB A1,2 + 205 A1’4 ALB Al,?)_
— 230 AP ANIAL? 96 AL AV AL? £ 768 A AT AL
+ 1536 A2 A28 AL2) (f1' 1+ [ 1)+
+ (=200 A8 AL ALS) (f11 p1 4 £+
+ (315 AP AVZ AL 41575 AP ALZ ALZ — 1575 AV AT A2
— 3150 A%% AT AL 4 1400 AN AL AN 11 f7

ou les indices, j etk appartiennend {1, 2}.

Remarqgue. Ce deuxieme théoreme ainsi que son corollaire doivieatréstreints a
la sous-algebre engendrée par les crochets, lagueltgesiise de maniére cohérente
([3]) pour former un sous-fibré du fibré des jets de Dem&igmple au-dessus
d’'une surface projective algébrique complexé c P3;(C). Nous montrerons en
effet a la fin de cette Section 7 que des les jets d’'ordre 5, il existe des in-
variants fondamentaux supplémentaires qui ne sont panabtpar crochets, et
gui s’ajoutent aux nombreux invariants qui apparaissej#t dans les deux énoncés
précédents; de plus, il pourrait exister une infinitédariants par reparamétrisation
ainsi que de bi-invariants qui sont fondamentaux, ce quiredirait a fortiori

la présomption informelle d’aprées laquelle les invat&aformés par crochets en-
gendrentDS;. Ce phénomene est d’autant plus troublant qu’au niveas 4,
comme nous I'avons démontré, tous les invariants sonermaigs par crochets.
Peut-étre existe-il des liens mathématiques profontte @e phénomene inattendu
et le fait qued = 5 soit aussi le seuil critique optimal attendu pour la Kobayas
hyperbolicité des surfaces génériqués c P;(C). L'avenir le dira.

Stratégie. Insistons sur le fait que la stratégie de démonstratica rmpus allons
entreprendre afin de tenter d’établir, comme au niveat 4, que seuls les invari-
ants formés par crochets existeatirait necessairement d aboutir si I'addpre des
(biinvariants engendrs par crochet avag priori coincidée avec l'alggbre compite
des invariants de Demailly-Semplece fait sera argumenté apres la fin de nos
raisonnements. Ce n’est donc pas cette stratégie qui esilse, mais la réalité
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mathématique, et méme si cette derniere contredit [ganios attentes, il nous faut
bien admettre et reconnaitre que c’est elle, et seulenikentjei agit en maitre,
partout et toujours. Et puisque cette réalité precédeedcertaine maniére dans ses
grandes lignes I'exploration et la recherche, notammenrsgloil s’agit de struc-
tures algébriques, nous n'aurions jamais pu aboutir atelfeconclusion négative
sans entreprendre de considérables efforts de calcust @&Irquoi nous convions
maintenant notre lecteur a découvrir comment nous congxyénéraliser au niveau
k = 5 notre demonstration qui était valable pour les jets der avant de dévoiler
les interstices dans lesquelles s’insinuent de nombrewariamts fondamentaux
supplémentaires (peut-étre une infinité) qui ne sonepa@endrés par crochets.

Démonstration du second tleoreme. Partons de I'expression rationnelle que nous
avons obtenue pour tout polyndme bi-invariant

> () PN AT AT AL ),

7%m<a<m

expression dans laquelle entrent des puissances négdaye. Le raisonnement
gue nous avons élaboré pour les jets d’ordre 4 va se gks&@rici, au prix d’'une
complication supplémentaire mais inévitable, parce lguecours aux bases de
Grobner est en général incontournable pour les idéaupalyndmes a plusieurs
variables qui ne sont pas principaux.

Ghost rationality. Observons que les six premieres syzygi%é,“‘ 2", “ 2 “ 2

18 25 .. . ~ s
“=" et “=" entre nos onze bi-invariants fondamentaux font apperai premiere

place les six bi-invariantd/®, A? | |, M[°, N2, K%, H!* et F{'{ que nous connais-
sons déja, mais qui sont invisibles dans le développémeipuissances positives
et négatives d¢| que nous venons de rappeler a l'instant, ce dernier ne ieonst
tuant que la toute premiere étape de la démonstratiotergrétons donc ces six
bi-invariants en les qualifiant intuitivement de “termestfanes” “cachés” derriére

f1 ou derrieref] f{. Heuristiquement parlant, ce pourrait tout a fait étrecpajué,
dans toute expression purement polynomiale en nos onzedniiants vers laquelle
se dirige notre demonstration:

I A3 AD AT 8 A9 10 12 12 14 16
P(flaA 7A17A1717M 7A1,1717M1 7N 7K1,17H1 7F1,1)7

I'on peut remplacer ces six bi-invariants spéciaux par égression rationnelle en

7 (et méme, “calevraittres vraisemblablemetre parce que .”, si nous avions déja achevé la
démonstration de notre deuxiéme théoréme!)
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fonction seulement d&?, deA?, deAl, etdeA?, ;:

o 3AAT —5ATAS

fiH ’

' fifi ’

yiz_ 45 APATAT, + 40 ATAT A
fifif ’

L BATAYL — TAT A,

b JiH ’

o —24NSAT AT 4 5ATARAT 15 ABASAY
Hl = f/f/f/ )

1J1J1
1,1 f/f/f/ ’
1J1J1

ce qui impose manifestement des divisions figi ou parf; f; f{, ce pourrait donc
bien &tre, disions-nous, pour cette seule et simple rajs@nnotre représentation
initiale, (trop) facile & obtenir, d’'un bi-invariant solesforme

> () Pa(AP AL AT A )

7% m<as<m

faisait inévitablement apparaitre des puissancestivegadef|. Et pour éliminer

ces denominateurs, rien d’autre ne s’offrirait a nous duigjecter les six bi-inva-

riants fanbmes dans I'expression rationnelle initial&oila: nous avons dévoilé
une nouvelle idée essentielle qui s’averera pertinenédfieiente pour I'étude des
invariants de Demailly-Semple a un ordre quelconque.

Elimination des puissances agatives def|. En effet, rappelons-nous tout d’abord
gue dans le cas des jets d’ordre 4, apres avoir injectéuldosénvariant “fantome”
existant, a savoit/®, nous sommes parvenus a éliminer les puissances négdtyv
/1 grace a une normalisation préalable de tout polyn@me P (A®, A}, AT, M?®)
sous la formeQ (A3, A7 |, M®) + AT R(A3, A7, M?®), ce qui était fort &lementaire,
sachant que l'idéal des relations est principal (la tleedes bases de Grobner est
vide dans ce cas), la fin de I'argument reposant seulemeit $ait que lorsqu’on
posef; = 0, aucune relation polynomiale non triviale du type

0= Q(A%, A%, M%) + ATR (A%, AT, M%)

=0

ne peut étre satisfaite.

Observation genérale cruciale et poursuite de la @monstration. Aussi est-ce
seulement I'i@al des relations entre les bi-invariants restreidtd’hypersurface
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{f1 = 0} qui semble compterenjeu, ici, aprés avoir injecté les six bi-invariants
fantomes\/®, M{°, N2, K13, H{* et FI'$ qui étaient cachés derriere des puissances
positives def;, ce qui nous donne aisément une expression généralgdu ty

Z (f{)a Pa (A?)’ A?? Az,la M87 Asl),l,h M1107 N127 K11,217 H1147 Fll,ﬁl)u

7§m<a<m

dans lagquelle nous supposerons, puisque nous perdon®tutile apres injection
des six bi-invariants supplémentaires, que les nouvealynpmesP, sont arbi-
traires de poids: — a, I'enjeu alors semble étre garvenira produire uneécriture
normalisée en fonction des syzygies pour repiesenter de maare unique tout
polyrbmeP de cette espce, de facol ce que toute idenétdu type

0 = Ecriture unique {P(A?’,A?, L HM Fll,(i)}

=0’

implique que le polyndm# est en fait identiquement nul. Alors I'argument d’éli-
mination de la puissance maximalement négativé dke tout suivi de la restriction
a{f] = 0}, cet argument que nous avions utilisé avec succes pojatked’'ordre

4 fonctionnera a nouveau ici sans modification, et unerrénge immédiate mon-
trera, comme pour les jets d’ordre 4, que les puissancestinég def, n’existent
pas, ce que nous désirions obtenir pour achever la dénatiostdu théoreme.

Deux remarques pour mettre un terme a ces considératiemsstiques des-
tinées seulement a dévoiler nettement nos idées ert dedangage spéculatif qui
nous a servi de guide pour les élaborer. Premieremenst iElair que ce plan de
démonstration doit fonctionner en toute généralitérmtes jets d’ordre quelconque
k > 4, et nous montrerons en temps voulu qu'’il fonctionne aussiliarension
v > 3. Ensuite, notons — puisqu’il est de I'essence des mathguoes d'étre
“truffées d’obstacles” — que le saut en difficulté, lorsmupasse des jets d’ordre
4 aux jets d’ordre 5, est presque trop considérable poutinto&ion de généralité
habituée aux récurrences régulieres et aux combirggtqui dévoilent progressive-
ment leurs structures: on passe en effet brutalement deyaygis a quinze, et
méme de neuf a deux cents dix, pour ce qui concerne lesiamiarcomplets;
comment alors ne pas éprouver le sentiment que la comlalgébrique de ce
probleme explos&op rapidement?

Restriction des syzygiesPoserf; = 0, comme nous devons maintenant le faire,
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nous donne les 15 équations réduites:

0=-5A7A7 +3A%A7,

9

fi=0
0=—TAPA], +3A%A7, | |
fi=0
0=—-8A} M®+3A3 M{°| |
fi=0
0= —7AI,1 Ai,l + 5A? Agl),l,l .
fi=0
0=—8A], M®+5A7 M{° oo
-

= —8MPAY | +TA], M{°

)

fi=0

0=—-3A"K{] —7A], M®+5A] M°

Y

fi=0
0=-3A H*+5AN2| |
fi=0
0= -3A°FJS +7AT N2|
5 ’ f{:()
= 5N IS+ TAT HIY
f1:0
0=A3 K1121 + M*® A?,l,l - AI,I My Fi=0’
-
0=AH*— AT, N |
f1:0
0=A3 Ffﬁ - A%Ll N2 .
f1:0
0= Ail Fﬁ? - Aslg,l,l ]_]114 '’
f1:0
0= M F NS -
-

Base de Gibner. En choisissant I'ordre purement lexicographique ([1]) B&
mondmes d€ | f{, A%, ..., H}*, F{$] qui est déduit de I'ordre suivant sur les mono-
mes élémentaires restreints:

3 5 7 8 9 10 12 12 14 16
N >AN>A>M>A,>M7 >N"> K7 >H > Fy,

(nous sous-entendons ici la mentidnf,_,"), Maple nous donne la base de Grob-
ner réduite suivante pour I'idéal complet des syzygieseenos dix invariants re-
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streints & f; = 0}, laquelle est constituée de 21 équations:

0=

)

~TH{* H{* + 5N F§|
—1Ifi=0
2

0=-56K{3 H{* +5M° F§

11
11 9 12 5 116
) 0=-A11 1 N7 +AVF =0
=

, ——A7 N+ A H?

fi=0 =
02 8NVK + MPOHY =-MEAL T KR
fi=0 - i=0
0= —7TN2 K2 + M Fl$ fi=0’ 0= —8AT, M° +5A1 0"
1~ - hE
02 —5MON2 4808 g4 o = 7T AT, 454747, .
—l =0 — =0
0= —5 M0 M0 4 64 MO K2 £’ 0= —TAT, N2 4+34° P} fi=0’
—Ifi= - 1=
0= —A), H* + A7, 11f : 02 —5ATN2 430 H}|
— = 1=
Oé —5A111N12+7AZ,1 Hy' =0’ _AI’1M8+3A3 K1121 fi=0’
1— =
7}01:0 fl:o
Og—SMSA?,Ll-I-?Az,lMlO , 2: A5A 1+3A3A111 i—q’
f4=0 — 170
0E 5APAT+3A3AT,| |
7’f{:0

toutes déduites de nos 15 syzygies restreinfg§ & 0}, et dont 'ensemble recelle
une combinatoire d’'une simplicité inattendue qui va seodér a nous dans un
instant. Nous avons souligné les mondmes de téte powteaire I'idéal monomial
associéYoir infra).

Bien que cette base de Grobner nous ait &té procurée pateMil n'est pas
nécessaire que nous nous en remettions au calcul foret@hique pour assurer
la rigueur du résultat, puisqu’il est ici tres aisé deifiér :

[0 que ces 21 équations sont effectivement conséquencesdpuimze syzygies
réduites ;

[0 que ces 21 équations forment effectivement une base denéro

Le premier point se vérifie sans difficulté ; le paragraphdessous ou nous
donnons I'expression des bi-invariants restreinfsfa = 0} permet d’ailleurs de
procéder tres rapidement. Pour ce qui est du deuxienr,plonous suffit d’appli-
guer I'un des nombreux criteres caractérisant les baseSrdbner ([1]), d’apres
lequel chaque S-polyndme entre deux équations quel@ndoit appartenir a I'i-
déal engendré par les 21 polyndmes, et a cette fin, lzetde calcul manuel est



Jets de Demailly-Semple d’ordres 4 et 5 en dimension 2 905

miraculeusement faciliteée par le fait que chacune de ce&gRhtions ne comporte
gue deux termes, avec a chaque fois un sigaeet un signe “”, ces deux termes
étant chacun monomiaux et qui plus est, de degré deux, idaiggue chaque S-
polyndme entre deu&quations ne pogsle encore que deux termes monomidtat

. e ~ ~ 20 W21, -
exemple, si on élimine les mondmes de téte entreet “=" en multipliant par des
mondmes appropriés et en soustrayant:

0= ( —TA3 AL +3A° A%M) . AL — ( —5A A +3A° A;l) . A%Ll

Y

fi=0

= —TAJA] AT +5ATATAY,

on constate que le S-polyndme obtenu appartient bierra i@al, puisqu’il coinci-

de avec I'équation=" multipliée parA3. Les 209 autres S-polyndmes restants se
traitent de la méme maniere, a la main, en moins de deusebkgeapres épuration
préalable des notations.

Expression des bi-invariants restreintsa { f{ = 0}. Mais avant de poursuivre, il
est instructif d’écrire, d’examiner et de commenter l&dide nos onze bi-invariants
restreints :

filo =0,
Ny = = f1fs = A%,
A3l = —3A00% f1,
Alily=1500" 1111,
M?|, = 300" Ay? +12A5° Ay — 5 Ag? AL,
Alinlo = =105 80" [ AT
M|, = —[24 A5 AV + 96 AT AF — 40 AV AF] 7,
N[ =905 Ag? Ay? + 45 AF AG? A? — 45 At AG® AP —
— 90 AG7 Ay AG? 440 Ay Ay AG”,
K2 = [15 AV AL 460 A2 AL? — 25 AL Aé’?’] o

v,
1|, = [ — A5 AP AP A — 225 AP AP AYT 4225 AYT AP A+
450 AZ3 ALP AL — 200 AL AL Agf’] "

FiS], = [315. A0 AF? AF + 1575 A A)? AF — 1575 AF* A A -
~ 3150 A2 ALY AL 11400 AL AL Aé"”’] "

Divisions wronskiennes.En comparant la deuxieme et la troisieme équation, nous

1 A?|0

. AT
obtenons par exemplf’ = —3 A, et aussif] f; = % iilo

15 A3

si 'on compare la
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deuxieme et la quatrieme ligne, et en poursuivant cesrefsens, nous pouvons
écrire:

3
A_ 0’
5
ﬁ 0’
A? } — 5 Ao A3lo
1,110 3 A3y
8
),
A9 ‘ _7 A?|O{\Z,1\0 _ 35 A?‘OIA?|O[A?|O
1,1,1p 3 A3|o 9 A3loA3lp
Mol =8 MPo A%lo
1 1o 3 A3
12
N 0’
K12 _ l M8|OAZ’1‘0 — é ]W8‘(‘)Ai)‘0/\?|()
L1llo 3 A3|o 9  A3pA3]p
HM| =3 N”\SA‘?IO
0~ 3 A3y
FI6| 1 Alilo N0 35 A3JoAZlo N'2|o
Lllp 7 3 A3|o 9 A3JpA3]p

ou nous soulignons quatre bi-invariants restreints gpiasgissent fondamentaux,
a savoirA®| , A3, M®| et N'2| , puisque les six autres s'expriment en fonc-
tion d’eux, aprés restriction &f, = 0}, lorsqu’on autorise a diviser par le wron-
skien. Un examen immédiat de I'expression compléte deggase bi-invariants re-
streints fondamentauk®| , A?|,, M5|, et N'2| ‘montre qu'ils sont algébriquement
indépendants, puisqu’ils incorporent successivenféntf;”, fi" et f{"". Cette

indépendance mutuelle resservira ultérieurement.

Triangle harmonieux des mordomes de &te. Comme nous le constatons en exami-
nant notre base de Grobner, les 21 bindmes de téte sisaganlorsqu’on les range
par ordre (lexicographique) croissant, en un triangle rgjunable :

A3 Ail > A3 A?,l,l > A M > A3 Klm1 > A H > A3 Ffﬁ
> A% A?,l,l >N MO > A3 Klm1 > A HY > A3 Ffﬁ

> /\L M > AL Klml > /\L Hi* > /\L F11,61

> MSKE > MSHM > MR

> M HI* > M]° F/§

> Ni2 pjt

(on sous-entend la mentiofy* dans ce diagramme) dans lequel nous reconnais-
sons, & la place des colonnes, les six bi-invariants rar& || , A7, |, M|,
K{3|,, H*|, et F{$],, qui s'expriment rationnellement en fonction des quatre bi
invariants restreints fondamenta¥| , A7|,, M®|, et N'?| .

Normalisation modulo les syzygies restreintedNous pouvons maintenant énoncer
et demontrer le lemme sur lequel repose la fin de la dématitstrde notre second

théoreme.
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Lemme Tout polyrdme arbitraire en les dix bi-invariants restreints
3 5 7 8 9 10 12 12 14 16
P<A 0’ Al 0’ Al,l 0’ M 0’ Al,l,l 0’ Ml 0’ N 0’ Kl,l 0’ Hl 0’ Fl,l 0)

s’écrit de mangére unigue, en tenant compte des 21 syzygi@srgrisees ci-dessus,
sous la forme unique
PO(AB 0’ AFI)‘O’ MS‘O’ Nu‘o) + AI,1‘0 QO(A?
+ A?,1,1|0R0(A{,1‘0’ Ms‘o’ A%l,l‘o’ le‘o) + MllO‘OSO(MS 0’ ASI),LI‘O’ Mllo 0’ N12|0)+
+ K1121 076<A51),171 0’ Mllo 0’ N 0’ K1121 0) + H114|0u0<A51),1,1‘0’ le‘o’ K1121 0’ HlM‘o)"‘
+ Fll,ei OV()(ASl),l,l‘O’ K1121 0’ H114‘0’ Fll,ei 0)7

0’ AI,1|0’ M® 0’ N12|0)+

ou Py, Qo, Ro, So, 7o, Uy €1V, sont des polydmes absolument arbitraires en leurs
guatre arguments, et pour @ciser, toute relation du type

0="Po+Afafg Qo+ AT 1y Ro+ M| So+ K|y To + Hi'| Uo + Fif], Vo

qui est identiquement satisfaite da@sfs, f1, f3, f1", /5", 1", /3", 11", f3"] lors-
gu’on remplace les dix bi-invariants restreints par leupesssion en fonction de
3o f o+ Implique recessairement que les sept pagresP, Qo, Ro, So, o, Uo €1V
s’annulent tous identiquement.

Démonstration du lemme principal. D’apres la théorie élémentaire des bases de
Grobner, une base de I'espace vectoriel quotient

5
0’ A

14
07;..,H1

(C[A?’ o FiS 0} / (21 syzygies restreintgs

est constitutée de tous les mondomes
(310)" (881) " (ATL) () (M0al) ()" (v,
(i) (m,) (738,

qui n'appartiennent pasa I'idéal monomial engendré par les 21 mondmes de téte
gue nous avons disposés en triangle, ou les exposaits d, e, f,g,h,i,j € N
sont des entiers positifs ou nuls. Or un tel mondéme appearieet idéal monomial

si et seulement si il est divisible par I'un des 21 mondmetetis ce qui revient a
dire que le déca-indice

<a7 b? C7 d? 67 f? g? h? /1:7 ]) GNIO

appartient a la réeunion des 21 sous-ensembles suivaits’de

faztn{ez1} Jaz1}n{e> 3t Jlez3n{f>21}Jlaz21}n{r> 1} JH{e>13n{iz 1} Jla>13n{i>1}
bz infezp oz 3n{r>3 Ytz 13n{pz 13 o> 3niz 13 o> 130 {5 > 1}
Uezpn{rzt3Hez3n{r> 3 ez 13nfiz 13 (Hez>13n{i> 1}

Uldz13n{rz 13 Jld>13n{iz 1} J{d>1}3n{i>1}

UtrznfizyUtr2n{i> 1}

Ulgz>13n{i>1}
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Le calcul du complémentaire de cet ensemble est aisédeniie :

[{a=0}ufc=c=f=h=i=j=0}]
[{b=0}u{e=f=h=i=j=0}]
[{e=0yuif=h=i=j=0}]
[{a=0}ufn=i=j=0}]

{7 =0}ufi=j=0}]
[{g=0yu{j=0}]

D 2D D D D

ce qui se simplifie pour donner 7 composantes définies clegamnsix équations:

{0=a=b=c=d=f=g}]
{0=a=b=c=d=f=j}J
{0=a=b=c=d=i=j}|J
{0=a=b=c=h=i=j}]
{0=a=b=f=h=i=j}J
{0=a=e=f=h=i=j}J
{0=c=e=f=h=i=j}.

(Incidemment, nous avons établi que I'idéal des syzymgsfreintes est une inter-
section compléete.) Par conséquent, I'ensemble de tesusdmdmes qu’il nous reste
dans I'espace quotient est constitué des sept listesrgava

3 (Ataal) (s22) ()R8

O

O

. a - b d g
0 (4%,) (adlo) (%) (8721,)
Cependant, puisque ces sept listes se recouvrent partesite— par exemple:
l'intersection de la premiere et de la deuxieme ligne esistitutée des monémes

de laforme(A? ,|,) (K13 ’0>h(H114’0>i —, nous devons encore les réorganiser de
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telle sorte qu’il n'y ait plus aucune intersection entrees]let si nous désignons ces
listes par les septs lettrés B, C, D, F et G, il nous suffit en fait tout simplement
d'écrire :

AUBUCUDUEUFUG=A[JB\a[ Jc\(auB)| Jo\(AuBUC)| JE\(AUBUCUD)

|JF\(AuBUCUDUE)| J6\(AUBUCUDUEUQG),

ce qui nous donne immédiatement la représentation @sodans notre lemme,
au moyen des sept polyndmes arbitraif®s Rq, So, 7o, Uy €t ), dont les quatre
arguments se differencient successivement d’'une wrisgli’'on saute une ligne (de
la ligne 1 ala ligne 7), fait combinatoire aussi remargeapl’imprévu et que nous
aimerions voir se confirmer, se généraliser et se stabiligsque nous étudierons
les bi-invariants pour les jets d’ordre 6 — projet ambitiexiken est.

Afin d’établir la deuxieme assertion du lemme, supposoasitanant qu’'une
relation du type:

0_730+A11}0 QO"‘Alll}ORO_'_MlO}OSO—i_Kll 076+H114’0u0+F11€}0V0

est identiguement satisfaite, et remplacons-y alorgkds-gnvariants restreints non
fondamentaux par leur expression en fonction de ceux quifsodamentaux, ce
qui nous donne:

A A r Ao AS
0="7P, As‘ : M8 N12‘ |0 \o Q0 o Io3 1lo ]LIS‘ ,NU‘ +
0 A3o 0 0
ASlo A?Io Ao AS\OA lo 8 Al\o Ao Adlo 12
+ A3[p A3, RO A3o M ‘0; A3[o A3, N |0 +
Aflo M*|o 8| AloARoATlo AfloMPlo Ar12
+ A3 SO M |07 Ao A3 ? A3y N ‘ +
+ Allo ASlo MBo T Ao A3JoASlo  ASlo M3|o NIQ‘ A3]o AS]o MB]o +
AgIOAS‘O 0 ASIOAS‘O 9 AS‘O 0’ AS‘OASIO
+ Alo N'?|o U AZlo ATlo ATlo N12| Aflo ATlo M®lo  Aflo N'[o +
A3, A3]o A3]g ? 0’ A3]o A3[g A3,
1loAflo 0 1loATlo Ao 1loATlo 0 1lo 0 0 0 0
A5| AB‘ N12| V AB‘ AB‘ A5| A5| A5| MB‘ A5| le‘ AB‘ AB‘ le‘
A3‘0A3|0 /\3|0A3\o b A3‘0A3|0 I’ A3‘0 I’ A3‘0A3|0

Pour en déduire I'annulation de ces 7 polyndrgs Qq, Ro, So, Zo, Uy €1V, Si
nous commengons par multiplier cette identité par leoti@inateur(A®|,)" de son
expression réduite, nous obtenons une identité de ladform

0= (A%])" Py (A%,

laquelle montre tout d’abord immeédiatement que le premagyndmeP, s’annule
identiqguement, puisque®| , A3 , M®| etN'?| sontalgébriquementindépendants.
Supprimons don®,. Ensuite, en multipliant par une puissance suffisammenéel
(A3\0)“ pour éliminer les puissances négativesAd@, qui apparaissent dang,

Ro, So, To, Uy €1V, €t en divisant le tout par le facteldf|, présent devant chacun
des six polyndmes restants, nous obtenons une identitefdeme :

o NP[,) + (A?’\O)’VH - reste polynomial,

AP, M°®

0= (A?’\O)“[Aﬂo Qo+ M?®|,So + Nm\ouo} + (A?’\O)“_1 . reste polynomial,
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d’ou nous déduisons I'annulation identique du polyndéme

Aflo Ao 8
, M

— (A3] Y& A5 5 12
0= (A ‘0) [Al‘o Q0<A1 0’ A3o o N ‘0>+
Aflo A%lo A%lo Aflo MBJo N12’ )+
’ 0

8 8
+M }OSO<M ’07 A3|0A3|0 ) A3|0

12 Aflo Aflo Aflo 12} Alo A%jo M®lo  AfJo N*?|o
+N ’0u0< A3]p A3]o >N 0’ Ao A3 A3]o :

Ensuite, si nous introduisons les développement finis deroes polyndmes:

Qo (t1, b2, t3,t4) = 3 coeff - 15 th 7 15, So(tr,ta, ta,ts) = 3 coeff - 15 t5 7 15,
Uo(ty, ta ta, ta) = S coeff - 18" t5 1" 15"

nous en déduirons I'annulation @&, deS, et del{, grace a I'observation suivante.
Assertion Les trois familles de mames:

M (A3])"7(AR]) T (a8 ) (v12),)°

@) (A3])" 7T (AR (] ) T (v )

1"

("I) (AB‘O)IJ’_QO‘N_Q’Y”_é” (A?‘O)BO‘NJ"QW//"'—&N (MS |O)PY (N12 |0) 1+5N+’)’”,

ne contiennenaucune redondance, i.e. chague moéme correspondand un
choix de(«, 3,7, 9), ou de(«/, 5',+',d"), ou encore dda”, 5", ~",¢") appardt
une et une seule fois.

En effet, nous vérifions tout d’abord pour la premiéere fdengue I'auto-intersec-
tion:

p—pB=pu—p, l+a+28=14+a+28 ~vy=79 d=4,

est vide, c’est-a-dire implique = o, 3 = 3,y = 7, = 4, puis de méme pour la
deuxieme famille :

H_Qﬁ/_'Yl — M_Qﬁ/_1,7 3ﬁ/+7/ — ?’Ql—i_l/v O/—l—’}/ — Ql—i_l/v 6/ — é,,
et aussi pour la troisieme famille :

- 20" — 27// _§ = - 20" — 21// _é//7 30" + 2’}’” 16" =3a" + 21// +é”,
7// _ 1//’ ﬂ” + 7// _ é” _'_1//.

Ensuite, des formules pour 'intersection entre la prem@t la deuxieme famille:

_ﬂ:_Qﬂ/_7/> 1+a+2ﬂ:36/+7/7 7:1+a/+7/7 6:6/7
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découle 'équatior = —' — ' — 1, impossible parce que I'exposant entiedoit
impérativement étrez 0. De méme, l'intersection entre la premiére et la troisge
famille:

_ﬂ — —20//_2"}//—6//, 1+Oé+2ﬁ — Sa//+27//+6//’ 7 — P)///’ 6 — 1_1_/8//_'_7//’
implique I'équation impossible = —1—a"” —2~"—¢", et enfin aussi, I'intersection
entre la deuxieme et la troisieme famille :
_2/8/ _ ,-)/ — _20// _ 2,7// _ (S//, 3/8/ +P)/ — 30// _'_ 2,7// + 5//’
1_"_0/4_,7/:7//’ 6/:1+ﬁ//+7//,
d’ou découley’ = §” + 24", implique I'équation impossible’ = —1 —+" — ", ce
qui démontre 'assertion. O

Ainsi, nous pouvons supprimé&l,, Sy eti, et nous sommes ramenés a étudier
I'identité restante, qui est du type:

0= (A?"O)“[A?‘OR()(A?‘OA?'O, ME

A3|o

8 ASloA3loA3lo ASlo ME|o 12 ASlo Alo M8|o
+M}07E)<1 110 Ay 1 ,N }0’ 110 Ay

A3[o Alo Aflo NIQ‘ 4
0’ A3JoA3lo 0

Ao N3]y A3o A3 A3
+ N12’ Y AfloA3loASlo A3JoASlo MBlo A3l N'2Jo  AfloA3jo N'2o
0”0 A3[pA3]p A3|oA3]p A3l A3]o A3|o :

Assertion Les trois familles de mames:

(v) (M%) (AR ) T (] ) (v ),

u—2a’ —B'—24" 3a’'+p'+268’ 1+8' 446" !
v (%) (A1) (2%, (N2[)"
(VI) (AB‘ );1,—20//—25”—'%/—25” (A?| )3(1”—&-25”4-’7”—!-25” (MS‘ )ﬂ” (N12| )1+,Y//+6N
0 0 0 0 !
ne contiennenaucune redondance, i.e. chague moéme correspondand un

choix de(«, 3,7,9), ou de(«/, 5',7',d"), ou encore dda”, 53", ~",6") appardt
une et une seule fois.

En effet, il est tout d’abord facile de vérifier que chacumes ttois auto-intersec-
tions est triviale. Ensuite, des formules pour l'intergattentre la premiére et la
deuxieme famille:

at+2y =20+ +28, 142043y =3+ 420, B=1+4+8, =7,

découle I'équation + a+~ = o dont nous nous servons pour remplagedans la
seconde équation, ce qui conduit a 'impossibilité 2 + o + 3 + 26’. De méme,
I'intersection entre la premiéere et la troisieme famille

a+2y=20"+26"+7"+28", 1420+ 3y =3a"+26" ++" + 24",
g=p", d=14+7"+¢",
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conduit a I'impossibilité) = 2+ a4+ 28" ++" + 26" en remplagant” = 1+ +~
dans la seconde équation. Enfin, l'intersection entre laigene et la troisieme
famille:

2a/+ﬁ/+25/:2a//+2ﬁ//+7//+26//’ 3a/+ﬁ/+25/:3a//+2ﬁ//+7//+25//’
1+ﬁ/+6/: //’ 7/:1_1_7//_"_5//’

conduitaa’ = o”, d’'ou 5’ + 20’ = 28" +~" + 24", puis en réécrivant la troisieme
equation et eny remplacant’y’ —2¢' par—23"—~"—2¢", puis—3" par—1—3'—0":
1:ﬁ//—ﬁ/—25/+5/
_ ﬁ” - 26” o 7// —25" 4+ 8
_ —ﬁ” _7// —25" 4+ 8
- 11— ﬁ/ - 7// - 25//’

équation tout aussi impossible que les deux préecéde@tas acheve la démonstra-
tion de notre lemme principal. O

Syzygies compites et substitutions al@briques. Nous parvenons enfin a la dernie-
re étape de la démonstration de notre second théoremi¢. P53 (j5f) un bi-
invariant quelconque, et reprenons son développementesgnces positives et
négatives de¢ :

P2Xinv - Z (f{)alpa(A?)?Ai)vAilvMstgl),l,lvM1107N127K11,217H1147F11,?>7

—%mgagm

gue nous avions obtenu pour le représenter en injectdifigiatlement) les six bi-
invariants fantomes dans une expression initiale qui netrait queA®, A7, A7, et
A%Ll. Choisissons I'exposantmaximalement négatif et examinons le polyndéme::

3 AD AT 8 A9 10 12 12 14 16
Pa(A 7A17A1,17M 7A1,1,17M1 7N 7K1,17H1 7F1,1>'

Notre base de Grobner pour les bi-invariants restreint®lg®nue a partir de nos
15 syzygies fondamentales restreintes, et ce au moyen ditairtnombre d’opéra-
tions algébriques élémentaires : multiplication etiidd d’équations, calcul de S-
polyndmes et divisions euclidiennes subséquentesatipas autorisées dans toute
structure d’idéal algébrique. Il en découle que les regpérations qui produisent
les 21 équations normalisées satisfaites{giir= 0} peuvent aussi étre conduites
sans poserf; = 0, et alors elles produisent, a partir des 15 syzygies cetap) la
méme liste de 21 équations dans laquelle chaque idénti& doit étre remplacé
par “O(f]) =", le termeO( f]) désignant umeste, variable selon le contexte, qui
dépenda priori de tous les onze bi-invariafitst qui s’annule lorsqu’on faif] =

8 Ici, le raisonnement fonctionne seulement si I'algébnapl@te des bi-invariant doit coincider
a priori avec l'algébre engendrée par crochets: sous cette comdit reste derrieref; doit alors
nécessairement étre fonction des onze bi-invariantaitefois, nous allons voir dans un instant
que de nouveaux bi-invariants fondamentaux “fantdbmesashent derriérg;, exactement comme
nous avions interprété? ; |, M{%, N'?, K3, H!* et '}, ces nouveaux bi-invariants n'étant pas
construits par crochet.
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0, c'est-a-dire qui est multiple d¢;. Par conséquent, si nous appliquon®a

la méme normalisation modulo les syzygies que dans le lepnmeipal (ce qui
revient & substituer toutes les occurences des mondnm@ssjemais sans prendre

la restriction &f f{ = 0}, nous obtenons une expression du méme type, et ce, avec
un reste:

Po = Pa(A? AL, M®, N'?) + AT, Q. (A}, AT, M®, N?)+
+ AL Ra(AT MB AL, N2) + MIOS, (MB, AL, MJ°, N¥)+
+K T (A, MY°, NPUKS) + HiP U (A, N2, K, Hi'Y+
V<A1117 11: H Fll,?)‘i‘
+ f{ reste(fl, A A AT MBAY MO N2 K HEY LS,

a priori non contrdlé, mais qui est heureusement repoussé darsulesances
supérieures f1)**, (f))**2 .... Ainsi, nous normalisons I'expression du premier
polyndbmeP,, a savoir celui qui apparait dans la puissance maximaienegative
de f{. Et enuite, nous soumettons le nouveau coefficientfdg+!, qui vient de
subir I'interférence du reste, et que nous noterons engpreous soumettons ce
nouveau coefficient au méme processus de normalisatiomlmbes 21 syzygies
non restreintes, et ainsi de suite, jusqu’a I'exposantimablement positif (toujours
borné parmmn) de f, ce qui nous donne une expression finale de la forme::

PRAN(PF) = 3T () [Pa(A? AL MP, N'2) 4+ AT, Qu(AD AT, M, N2)+
—4m<agsm
+AY  Ra(AT, M3 AT N'2) + MOS, (M, AL, M°, N'?)+
+ K%% To(AY 10 M{°, N2 K1) + Hi U (A1, N2, K3, HiY)+
V (Alll’ 117H Fll,?)}

Et maintenant enfin, nous pouvons achever la démonstragidrexistait des puis-
sances négatives d¢ dans une telle somme, on multiplierait aldt&<™ (;° f)
par la puissance positive minimalé/)~* de f| qui élimine les dénominateurs, on
poseraitf; = 0 et le lemme principal —which was specially designed on that
purpose— tuerait alors les sept polyndmeés, Q,, R., S., 7., U, etV,, ce qui
contredirait le choix dex. Il n’existe donc que des puissances positives{dest
comme tout polyndme de la forme générale

7?(]““{,A3 A?,M8,N12) +AI71 Q(f{,A‘i’,AIJ,Mg,N”)Jr
_'_Alll (ﬁ?AIl?MS Agl),l,lﬁNlQ) _'_Mlo (ﬂ?MS Agl)ll’Mll(]?NlZ)_'_
(fl?Allh 7N12 K11,21) _'_HM (f17A1117N12 K117H114)+
(fl?Allh 117H Fll,ﬁl)v

constitue trivialement un bi-invariant, ecrit qui plug esus forme unique grace au
lemme fondamental, notre second théoreme est a présemniletement démontré.
O



914 Joél Merker

Observation. Dans cette derniére étape du raisonnement, les termesstéeci-
dessus ont beau étre divisibles gfay il ne sont pas nécessairement polynomiaux
en nos onze bi-invariants fondamentaux ; si cela avaiteet@as, la stratégie aurait
fonctionné comme pour les jets d’ordre 4. Plus précis@miersqu’on compare
la liste originale des 15 syzygies restreintes a la lisimmléte des 21 syzygies
restreintes, les 6 syzygies ajoutées sont déduites destibbes en autorisant a di-
viser une syzygie par tout bi-invariant non identiquememt qui est en facteur,
notamment par le wronskief®, et c’est pour cette raison que les termesekte
ci-dessus ne sont pas nécessairement polynomiaux endesemvariants fonda-
mentaux. Apres un examen détaillé, on découvre donistence de exactement
7 bi-invariants “fantdmes” supplémentaires qui ne sa# pbtenus par crochets et
qui se cachent derrierg, a savoir :

—5A71,0 M +56A7, Ki3
f
=flfifi ( — 18816 AL [A%3]% — 25088 [A%3]® — 15 [A15]? AL2 150 ALS AZ4 AL2

+315 AL AL ALS 4 960 ALS AZ3 ALS 375 [A24)2 AL2 41575 A24 ALA ALS

+4800 A4 A3 ALY 392 [AT4]? — 704 [AM]7 A23) — fpf1 (- 2475 A4 AL AL2
— 9900 A%4 AZ3 AL2 2850 ALS [AL3]? 451330 AL A2 ALS

+92760 [A%3]2 A1 — 14250 A2 [A13]? 17035 [AL4]? AL3 — 495 ALS ALA AL2

— 1980 A1® A23 A1’2> — L ( — 11100 A%3 [A13]2 — 3150 A4 [A1’3]2>

+ fir (f 109440 [A%3]% A12 — 19050 A%3 [A13]% — 32325 AL4 [A13]?

+11025 AO AL3 AL2 155125 A%4 ALS AL2 — 6840 [A11]7 AL

— 54720 AT A2 AL2) — f (430000 [AM37) — g g p (11025 A1 [A12)2

— 55125 A24 [A12]? 455125 ALY AL AL2 110250 A23 AL3 AL2

— 49000 [A1%)°).

1o, “OMI M0 464 M0 KR
fi

=f (1170 AV ALAALS AL2 45 [AL5)? [AL2]? — 450 AT A2 [AL2)?

+ 74220 [A%2%]% [A13]% 4 3780 ALO AZ3 AL3 AL2 1600 AL [AL2]?

— 1125 [A24]% [A12])? 4+ 5850 A24 A4 AL3 AL2 1 18900 A% A2 ALB AL2

— 8000 A2 [AL3]? — 1344 [A14]7 AL2 — 16128 [A14]2 A22 AL2 4 1995 [AL4]? [AL3]?
— 64512 A1 [A%3]2 AL2 1 27660 AV A23 [A12]? — 86016 [A%3]? A“)

+ f1 (= 74400 A%% [ATP]? — 10800 A24 AT [A12]7 - 2160 AP AL [A12]7

— 8640 ALS AZ3 [AL2] 13600 ALS [AL3]2 AL2 4 64800 AL A2 ALS AL2

— 43200 A%* A3 [A12]? 1 18000 A%* [A13]2 AL2 10800 [A14]7 A3 AL

— 27600 AT [A1]? 4 86400 [A2]2 AL AL2) 4 717 (16000 [A3]Y).
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—5 M{O N2 + 8 M8 H{4
fi
= —135 [ALP]? [A12]? — 1350 A% A2 [A12]% 1350 AL ALY ALS [AL2)
+2700 ALS A23 AL [AL2]? 1200 ALS [AT3]P AL2 3375 [A24]% [A12)°
+ 6750 A24 ALA A3 [AL2]? 413500 A24 AZ3 AL3 [A12]? — 6000 A%4 [A13]7 A2
— 576 [AL4]% [A12)? — 6912 [A14]% A3 [A12]? — 495 [A14]? [a13]% A2
— 27648 AV4 [A23]2 [A12])% 4 9540 AL AZ3 [A13]2 AL2 4 1200 A1 [A13]
— 36864 [A23]% [A12]% + 32580 [A%3] [A13]% AL2 — 7200 A%3 [A13]%

X2 .=

| TN2KIE 4 MO FS
f
= (432 AL AL [A12]? 4 3456 ATO AL A2 [AL2]? 41710 ALS ALY [ABS]2 AL2

X23

— 3150 ALS A24 AL3 [AL2]? 4 540 ALS AZ3 [AL3]2 AL2 — 1600 A15 [A13]*

— 7875 [A24]% AL3 [A12]? 4 6912 ALS [A23] [A12] — 8000 A4 [A13]

—2352 [A14]% AL3 AL2 23004 [A14]2 A3 AL3 AL2 4 2205 [A14]? [A12)°

— 78336 AL [A23]2 AL AL2 4 34740 ALY AZ3 [AL3]? — 81408 [A23]P A3 AL2

+ 72180 [A22%]% [A13]% 4 2160 A2 [AL4]? [AL2]? 4 17280 A2 ALY A2 [AL2)2
+8550 A%4 ALA [AL3]2 AL2 4 34560 A24 [A%3]7 [A12]? 4 2700 A21 A3 [A13]2 A2
315 [A17)2 AL [AT2]7) 4 gy (23625 [A24)7 [A12)° - 47250 A2 AL AL [A12)°
— 94500 A%4 AZ3 AL3 [AL2]? 142000 A% [AL3]% AL2 4 576 [A14]° [A12)?

+6912 [AV4]? A%3 [A12)? 4 20745 [A14]? [A13]% AL2 4 27648 ALY [A%3)7 [A12)?
+945 [AL5)2 [A12]? £ 9450 ALS A4 [AL2]% — 9450 ALS AL ALS [AL2)2

— 18900 A1 AZ3 AL3 [AL2]? 1 8400 AVS [AL3]P ALZ 4 71460 AT A3 [ALS]? AL2
— 37200 A4 [AL3]* 436864 [A%23 ] [A12] 4 48420 [A23]7 [A13)? AL2

— 64800 A%% [AT3] 1) 4 1 (16000 [A1]°).

s BV 4 0ot
fl

=X23.

—56 K3 H{* +5M{° F§
f
=flfl (f 45 [ATS]2 AL4 [AL2)? — 180 [A1P)2 A3 [AL2)? — 3600 [A1°]% [A13]? A2

X25

— 2800 ALS AL [AL3]? 83200 ALS AZ3 [AL3]? 1125 [A24]2 Al4 [AL2)?

— 4500 [A24]% A%3 [A12]? — 90000 [A%4])? [A13]% AL2 — 14000 AZ4 AL [A13]

— 416000 A%4 A3 [AL3])? — 150528 [A14]% A23 AL2 — 903168 [A14]? [A23]2 A2

+ 163800 [A14]% A%3 [A13]? — 2408448 A1 [AZ3]? AL2 41120500 A1 [A23]? [A13]?

— 9408 [AV4]* AL2 4 3675 [A14]? [A13]? — 2408448 [A23]* AL2 4 2132400 [A%3]7 [A13]?
— 450 A1’5 A2‘4 A1‘4 [A1‘2]2 — 1800 A1‘5 A2’4 A2’3 [A1’2]2

— 36000 A5 AZ4 [AT3]2 AL2 1 11970 AL [AL4] AL A2

+ 187920 AL [A23]% AL AL2 1 59850 A% [AL4]% AL A2

+939600 A% [A23]% AL AL2 4474300 A%4 AL A2 ALS A2

+94860 ALS AT A2 ALS AL2) g1 (= 2556600 A1 A3 [A19]?
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— 5014200 [A%3]? [A13]? — 187950 [A14]? [A13]? 4 5621760 AL [A23]2 ALS A2
+ 5652480 [A23]% AL AL2 2764800 A% [A23]7 [A1:2]?

+99000 A24 A23 [AL3]? AL2 4500000 A24 [AL3]* 4174720 [A14]7 A3 AL2

+ 1751040 [AL4]% A23 AL AL2 276480 ALS AL A3 [A12)2

— 105300 AL AL [A13]2 AL2 — 552960 A5 [A23]% [A12]?

+19800 A% A23 [AL3]2 AL2 4100000 ALS [AL3]* 4 551250 [A24]? AL [AL2]?
— 172800 A4 [A14]% [A12]? — 1382400 AZ4 AT A3 [A12]?

— 526500 A24 AL [AL3]2 AL2 34560 AL [AL4]? [A12]? 422050 [AL0]7 ALS [AL2]?
+220500 AL A2 ALE [A12]2)

+ F117 (28000 A4 [AT] 1 4 472000 A2F [AT9]Y)

+ 11 (330750 ALS AL ATS [AL2]? 4 661500 ALS AP ATS [A12]?

— 294000 A5 [A13]% AL2 — 330750 ALS A4 [A12]?

+ 1653750 A24 ALAALS [AL2)? 4 3307500 A2 AZ3 ALS [AL2)?

— 1470000 A%4 [A13]? AL2 — 2880 [AT4]? [A12])? — 34560 [A14]% A28 [A1:2]?

— 812475 [AL4]? [AL3]2 AL2 138240 AL4 [A%3])? [A12])? — 33075 [A1P]? [AL2)°
+ 1446000 AT [AT3]* — 184320 [A%3]% AV2]? — 3077100 [A23]? [A13]? AL2

+ 2844000 A23 [AL3]* — 826875 [A24]? [A12]® — 3192300 A1 A% [ALS]? AI’Q)

+ fR ( — 640000 [A1»3]5).

—7THM HM 4+ 5N12 FlS
fi
= f1 (— 1032192 A4 [A23]% [A12]% — 186300 A1 A23 [A1]* - 3375 [A24] AL [A12)°

X% .=

+5625 [A24]? [A13]? [A12]? — 540 [A10]% A%3 [A12]° 4 12705 [AL4]? [a13]2 A2
+1320720 [A23]° [AL3]% AL2 — 64512 [A14]) A%3 [A12)? 4225 [A15)? [AL3)? [Al2)?
—135 [AVP]2 A4 [AL2]% 13500 [A24]7 A3 [A12]? — 387072 [A14]? [A%3)? [A12)?
— 1350 A15 A2:4 AL4 [A1’2]3 — 5400 A1 AZ4 A23 [A1,2]3

42250 ALS A2:4 [ALB]Q [A1’2]2 +3510AL5 [A1'4]2 AL3 [A1’2]2

—10650 ALS AL [AT3]? AL2 145360 AP [A23]2 AL3 [A12)?

— 38100 ALS A23 [AL3]P AL2 117550 A2 [AL4]2 ALS [AL2)?

— 53250 A24 AL [A13]% AL2 4 226800 A2 [A23]% AL3 [A12]7

— 190500 A24 A3 [AL3]3 AL2 4187560 [Al4]% A23 [AL3]? AL2

+ 877140 AL [A23]? [A13]? AL2 48000 AL® [AT3]® 4 40000 A% [A13]°

— 4032 [AL4]* [A12]? — 9975 [A14]? [A13]* — 1032192 [A%3]* [A12)?

— 563100 [A23]% [A13]* 4 126900 AZ4 AT A23 AL [A12]2

+25380 AL AL AR ALY [AL2]2) 4 g (= 250200 A% AL AR [AL2]?

— 518400 A% [A23]? [A12]? 4 432000 A%4 A23 [AL3]? A12]2

— 90000 A% [A13]* AT2 4 32400 [A14])? AL3 [AL2)? 4 324000 [A14]% AZ3 ALS [A12]?
— 136800 [A14]? [A13]? AL2 41036800 AL [A23]% ALS [AL2]2

— 878400 AL A3 [A13]% AL2 4 186000 A1 [A13] + 1036800 [A%3] A3 [A12)?

— 1324800 [A%3]? [A13]? AL2 4 564000 A22 [AL3]° 4108000 AZ% AL [AL3]% [AL2)?
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— 103680 A5 [A%3]? [A12] — 6480 ALS [AL4]? [A12]% — 51840 ATS AL A3 [A12])?
+21600 ALS AL [AL3]? [AL2]? 486400 ALS A2 [AL3]2 [AL2)?
— 18000 A1 [AT]F A2 - 32400 A4 [A14)7 [A22)%) 4 £ (- 80000 [A14]%).

Toutes les tentatives de calcul algébrique pour égalerde ces 6 bi-invariants
supplémentaires a un certain polyndme entre les 11VaiFiants que nous connais-
sons déja conduisent a un échec. Toutefois, nousesnifs dans un instant que

X27 — M8 X19
et nous établirons que lég + 5 = 16 bi-invariants :
f{? Aga A?? AI,I? M8a A?,l,la Mlloa Nl?a K11,217 H1147 Fll,?
X18 X19 X21 X23 X25

sont mutuellement indépendants. De surcroit, nous slt@mmstater que de nou-
veaux bi-invariants “fantdmes” doivent encore nécessaént apparaitre.

Déduction de relations impliquant le wronskien etX'® ... X?7. Sans poser
f1 = 0, multiplions I'équation & par M10:
0=—TAJAT ) M{° +3A°AY ) M{° — f1 /1 M)° M°.

c . . ~ .18, -
Eliminons le bindme soulign&3 M° grace a £ multipliee parAf

0= _5_; /\L AL M® — gf{ AL Hi*+3A° A?,l,l M;® — fifi M;° M;°.

Enfin, si nous éliminons le bindbme souligﬁ§1 M?® grace al'équation (immédiate-

ment déduite de” et de “g”) suivante:

51

= AL MP 3N KT - i HYY
multipliée parA7],, nous obtenons une identité::
0=A%(—5AY, M{° +56 AT, K|7) + fi(2 fi MO M{° — 2 AT, H*)

dans laquelle apparaff X '8.

En procédant de maniére analogue paif®, X2!, X2, X% et X%, et en
éliminant a la fin le facteur non identiquement rfg) nous obtenons de nouvelles
syzygies impliquant nos six nouveaux bi-invariants :

0= —49A], H* +3A* XS 4+ 5 ] M{° M}°,

0% 5MION2 56 M5 HM +3A% X9,

0=5N2N2 464 MMM +3A% X%,

0= 7N HM + 8 M5 MBS MO+ 373 X%,

0=35N2F! — 448 M® M® K2 + 40 M® M]° M}° + 3 A3 X,
0L 508 MO N2 56 M5 M5 HM £ 3A% X7
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Ce ne sont pas les seules syzygies supplémentaires : paplkexe

0=A},  H* —8A] FY§ + AT X",
0=M"H" - 8M8F +A5X19
0=N"?H"+8M° Ve M? + AT X*,
0=N"FS+ MM M° + AT X

et d’autres encore peuvent étre formées, que nous nerohenens pas ici.

Restriction a {f; = 0}. Lexpression en fonction d¢°f de nos six nouveaux
bi-invariants se simplifie lorsqu’on pogg = 0:

X8| = (11025 AP A7 + 55125 AZ* [AF?] — 55125 Ayt A Ay

— 110250 A AF® AF? + 49000 [AF*]%),

et I'on a des expressions similaires pout®|

X X3 X%}O etX??]O. En

fait, grace a nos six nouvelles syzygles”“ “«Z . é”, “="et" Lo faisant
intervenir le wronskien, nous pouvons exprimer ces rastns en fonction seule-
ment des quatre bi-invariants restreints algébriquernmel@pendants que soﬁ?}o,

1]0, ]0 et N”}O (tout en rappelant les expressions les expressions que nous
connaissons déja) :

3 5 71 _ 5 AIA} 8
—‘0’ ﬁ’ A1,1|o — 3 A3 0 M |o7

9 _ 35 ATATAD 10 _ 8 M3A} 12
Miily=F pr o M%) = § 552 o N7,

12] _ 5 M3ATA} 14 _ 5 N“A} 16] _ 35 AJATN'?
Kiily =5 ma ; ', =3 % 0 Fiily =7 Avas 0
18] ASASAS N 19] _ 80 A} M® N'2

X |0_1225W07 X ‘o—?Woa
X21| _ 5 N2N?| 64 M3 M3 M ng‘ _ 35 AJN'N'2| gq AT MO MEME

0= T3 A o 3 A o’ 0 9 ASAS o 9 A3 o’

25 A AS N'2 N12 320 A° A3 M8 M8 M8 271 _ 80 A° M® M® N12
X |0 —1225 A3A3A3 0 T 27 TASASA3 o X ‘0 — 3 A3A3 0

Assertion Le bi-invariantX'!® ne s’exprime pas comme un certain pdigme en les
onze bi-invariants construits par crochef§ A%, A3, AT,, M®, A}, |, M°, N'?,
K1 2, Ht ethf{

Preuve.Par I'absurde, supposons que

Zcoeff ()" (A )( 1) (AT ) (M )e(Anl) (M;%)*

(V)" (K8)" (1) (F)"
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avec des exposants entietd, ¢, d, e, f, g, h, i, j etk tous> 0, et posong| = 0
pour en déduire une relation de la forme::

1A% 5 A5 A5\ 5078\ 9
= 37 coeff- (a1)" (49)° (414) " (ar)” (353 ) ()
12\ (AF A} M® ‘ A3 N2 AD AZ N12 k

(N ) A3 A3 A3 A3 A3 ,

(A48)e+9+i<[v12)h+j+k.

(AS 3 N12
SR

Si nous identifions alors les exposants des quatre quaatiébriquement indépen-

dantes:
3=—b+d+2f+g+2i+j+2k,

3=c+2d+3f+g+2i+j+2k,
O=e+g+r,
l=h+j+k,
nous déduisons = g = ¢ = 0 de la troisieme ligne, pui8 = c+ b+ d+ f en

soustrayant la premiere de la seconde, dott b = d = f = 0, ce qui fait que
premiere et quatrieme ligne se simplifient comme:

3=75+2k et 1=h+j+Ek,
d'ouh = 0, puisk = 2 et enfin3 = j + 4, ce qui est impossible. O

Assertion Le bi-invariant XY ne s’exprime pas comme un certain pdyme en
les douze bi-invariantg{, A%, A}, AT, M®, A}, |, M{°, N*, K%, H{*, F§ X8

Preuve. Le méme raisonnement que pour l'assertion précédeste texistence
d’une représentation restreinte de la forme:

A5 MS N12

b d—2f—g—2i—j—2k—31 ; \ 5\ c+2d+3f+g+2i+j+2k+3l
AN E coeff - (A})

(M >€+g+i (N12>h+j+k+l

)
0

laguelle conduit au systeme suivant de quatre équatiotng entiers> 0 :

2—b+d+2f +g+2+j+2k+3l,
l=c+2d+3f+g+2i+j+2k+3l,
le 4+ g+,
1h 4+ j + K,

et ici, la contradiction se voit immédiatement en soustrdya premiere équation
de la seconde, ce qui nous donne I'équation impossiltle- c+b+d+ f. O
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Suite. Par des raisonnements similaires, on établit — comme ar@nen quil est
réellement acessaire d’introduire les 5 bi-invariants supptentaires

X18 )(197 )(217 )(237 X25,

Y

lesquels ne sont pas engeédmpar crochets

Poursuite du processus d’engendrementMais ce n’est pas tout: grace a la liste
des valeurs que prennent nos 16 bi-invariantg/es 0, nous constatons qu’il nous
faut introduire encore d'autres bi-invariants, notamment

—7A] | F§+A7 X8 —5A  FI§+A] X8 —49 K13 Hi*4+M® X8
fl ’ fl ’ f ’
—-56 K13 FI§+M{° X8 —7H{* Fl§+N'2 X18 -5 Fi§ FI§+H{* X8
1 ’ 1 ’ 1 ’
P 10 rrl4 5 19 _ 12 14 7 19
—48 M N124+ A% X19 —6 MO HI*+A X 48 K12 Hi*+A] X
fi ’ fi ’ fi ’
A8 K14 FIG+AD 1y X
f ’

et ensuite, il nous faut encore soumettre chacune de cessskpns au test de savoir
si elle ne s’exprime pas polynomialement en fonction d’usee Icroissante de bi-
invariants connus a I'étape précédente.

Question. L'algebre DS; possede-t-elle une infinité de bi-invariants fondamen-
taux?

8. Calculs de caracgristique d’Euler

Surfaces alg@briques complexes projectives dan#s(C). Soit X C P3(C) une
surface algébrique complexe projective lisse de ddgre 1. D'apres [2], lorsque
x parcourtX, la réunion des fibre§DS5, ) que nous avons étudiées d'un point
de vue purement algébrique en un point fixé, s’organise @@@ne cohérente en un
sous-fibréDSy; , T du fibré J*(C, X) des jets d'ordre: d’applications holomor-
phes deC a valeurs danX’. Nous renvoyons le lecteur a [2, 5] pour de plus amples
informations géométriques. Pour fixer les idées, csmns maintenant = 4.

A chaque mondme bi-invariant parmi les deux listes fowgrpar le premier
théoreme, a savoir:

(F)" (A%)" (AT )" (M) ou AT (F)" (M%) (AT )" (M)
correspond alors lébré de Schur.

(a+b+3d+2e, b+d+2e) = (2+a+b+3d+2e, 14+-b+d+2e) =
r T ou r T,

® Pour obtenir les deux entiefs etl, deT'(h:2) T, rappellons qu'il suffit de compter le nom-
bre de fois qu'apparaissent les indicés)i et “(-)2” dans chacun de ces mondmes, sachant qu'ils
apparaissent chacun exactement une fois dans tout daseri®:”.
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de telle sorte qu@S;{mT;g est isomorphe a la somme directe de ces deux familles
de fibrés de Schur, ou le quadruplet d’entiers positifsals (u, b, d, e) prend toutes

les valeurs telles que+ 3b + 7d + 8e = m pour la premiére famille, et ou il prend
toutes les valeurs satisfaisant- a + 3b + 7d + 8¢ = m pour la deuxieme famille.

Retour sur le choix d’'une base de Gobner pour les jets d’ordre 4. Nous n’avons
pas encore fait remarquer que notre choix/de\? 1o cOmme mondme de téte
-

dans l'unique syzygie restreinte qui existe entre les ciriguariants fondamentaux
restreintsA®| , A?|, AT, |, et M®| au niveaus = 4 n’était pas en harmonie avec
le choix d’ordre lexicographique que nous avions fait ateaivx = 5 et qui nous
avait fournit une base de 21 syzygies faisant apparaitteéamgle remarquable de
morbmes deéte En effet, si nous voulions rétablir la cohérence enteedeux
niveauxx = 4 etx = 5, nous devrions, au niveau = 4, choisir plutdt I'ordre
purement lexicographique déduit de I'ordre suivant ebtrivariants restreints :

A > A} > A, > MP

(nous sous-entendons ici la mentidn),_,"), ce qui conduit xhanger de madme
de ©te dans 'unique syzygie restreinte existante :

= BATAZ 4+ 3AAT,

f1=0

Lemme Avec ce nouveau choix d’ordre qui anticipe une harmonie d&eiveau
suivantx = b5, tout polyrdme bi-invariant de poidsn dansDS%ym s’écrit de
mangere unique

P2><inv(j4f) — ,P(f{’A?)’A?’MS) +AI,1 Q(f{aAiAI,l»Ms)
CUS ol () (A0 (D) ()
a+3b+5c+8e=m

+ 3 coeff - AT | (f)* (AD)° (AT ;)7 (MP)",
T4+a+5c+7d+8e=m

et par congquent, le fibe de Demailly-SempIES‘;,mT;g estisomorphe la somme
directe suivante de fils de Schur

'DS%mT)*( — @ F(a+b+2¢+2e, b+c+2e) T)*(

a+3b+5c+8e=m
3+a+2c+3d+2e, 14+c+d+2e *
S I ) T

T+a+5c+7d+8e=m

Caractéristique d’Euler des fibrés de Schur.Sic; = ¢;(Tx), ¢ = 1,2, désignent
les classes de Chern de d’une surface compléxen a la formule suivante ([5]) :

V(X T T3 = écg 1] - écg (I — 1) + O(AP)
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pour la caractéristique d’Euler du fibré de Schiir2)T;. Mentionnons au passage
gue pourX de dimension trois, la formule devient :

- XX, T 1) =

Lo 1y s 1 1 1
= A e
1! 2! 3! 0! 2! 4!
3o o031
1 1 1
3
—C 2cicg — ¢
i L R A +O([I°),
0! 1! 5! 5o
1 2 3
puis pourX de dimension quatre::
1 1 1 1
4 2 2
(l1,l2,l3,la) * = t3cga—cg—2actc [ b I3 U
x(X, T %) = 0l 11 2! 7! 2oz ooz |t
A O F
iy o I3 Iy 1 1 1 1
i 3B 3o —cacstcy |13 B3 1B N
marara (333 or213ls |13 3 BB
oo S R
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2
—cjca+cy+cic3—cy | Iy lo I3 Iy acs—¢ | L1 la I3 Uy 9
0I11 316! Bow g o6 |Towas | ¢ |TOU):
19 05 1§ 18 o ogon
1 2 3 4 1 2 3 4

et enfin, ajoutons gu’il ne serait pas difficile de fournir¢arhule générale, valable
en dimension quelconque.

Sommations de caracdtristiques. En revenant a la dimension deux, nous déduisons
tout d’abord trivialement du lemme précédent la formumsnatoire suivante pour
la caractéristique d’Euler de la premiére somme direetélités de Schur:

a+b+2c+2e, b+c+2e *
(x @ )73
a+3b+5c+8e=m

_ Z X (X, D (a+b+2c+2e, b+ct-2e) T)*() 7
a+3b+5c+8e=m

et ensuite, grace a une table de calculs linéaires destireliminer I'exposant:

m = a + 3b+ 5c + 8e,
li=a+b+2c+ 2e

=m — 2b — 3c — Ge,

lg = b+ c+ 2e,

l1 —ls =m—3b— 4c — 8e,

ce qui nous permet de remplacel, 5, 5.1 ge—m PAMD 3y 501 8e<m» NOUS POUVONS
calculer les deux coefficients rationnglse m°- Q etA, € m®- Q qui apparaissent
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devantc? et devant-c, lorsqu’on effectue la premiere somme de caractérisigue
gue nous appellerona™(la seconde s’appellera") :

1 % 77).;85 771.753(1785 ‘ ‘ )
A = G / de / dc/ db [(m—2b—30—66)3— (b—i—c—i—2e)3 + O(m?)
0 0 0

937 m°
~ 28800000’

m m —8e
Agzl/sde/ ’ dc/ db (m — 3b — dc — 8¢) + O(m”®)
6 0 0 0
13 mS
900000’
ou nous avons utilisé le fait que les sommes de Riemannssdfisamment bien
approximées par des intégrales si I'on s'intéressesseeht au coefficient de’.

Ensuite, si nous procédons de la méme maniére pour la@aaesomme directe
de fibrés de Schur:

m—5¢c—8e
3

X (X, @ P(3+a+2c+3d+2e, 1+c+d+2e) T)*()
7+a+5c+7d+8e=m
_ 2 : X(Xv [(3+a+2c+3d+2e, 14c+d+2e) T)*()

74+a+5c+7d+8e=m
_ § X(X, 1—\((1,—5—2(:-‘,—3d+2e7 ct+d+2e) T;() + O(m5),
a+5c+7d+8e=m

en observant que décalage de 7 dans le peidainsi que les deux décalages de
3 et de 1 dang, et dansi, ne contribuent en fait qu’e®(m’) dans le résultat
final, ce qui nous permet de les négliger, nous pouvons eirese table de calculs
élémentaires analogue a la précédente :

m =a+ 5c+ 7d + 8e,

i =a+2c+ 3d+ 2e
=m — 3c — 4d — Ge,

lo = c+d—+ 2e,

1 —ls =m —4c — 5d — 8e,

remplacer) . ... 7q:se—m p,)arxz5c+7d+8e<m apres aYO|r_eI|m|neL, de telle sorte
gue nous sommes rameneés a calculer les deux intégralasisas :

% 771;861 m,—75d—853
B; :/ de / dd / dc {(m—3c—4d—66)3 - (c—|—d—|—2e)3} +0(m®)
0 0 0

_ 559819 m° O(m®)
34574400000 ’

m m—8e m—"7d—8e
B, :/ de / dd / de (m — 4c — 5d — 8e)® + O(m®)
0 0 0

36949 mS
~ 4321800000

+ O(m®).



924 Joél Merker

En définitive, nous obtenons les deux coefficients ratitttodauxC; € m® - Q et
Cy € m*Q dec? etde—c,:

1797 mS
— A 4B = ™ 5
Ci=A1+B1= grerasgo T O
848 mS
Co=Ay+By= —" L Omd).
2= A+ By = rraagg T OMY)

Application. Les classes de Cheeh= c;(Tx), i = 1,2, de X sontreliées au degré
ddeX parc? = (4 — d)?d etcy = d (d* — 4d + 6).

Proposition En dimension deux pour les jets d’ordre quatre, la cagaistique
d’Euler deDS;,, Tk vaut:

6

y m
X(X,DS;,,Tx) = 35579360 (1797 ¢} — 848 ¢2) + O(m”),

donc sil'on pose

C:=190=2119.--,

alors en Eexprimant le tout en fonction du dégon a leéquivalence
1797mb

36 879 360

guandm — oo, avec un polydme quadratique

qe(d) :=d*(C —1) —d(8C —4) +16C —6

qui est positif pour tout degrd > 9.

Remarque. Le quotientC des coefficients de? et dec, vaut % = 1,807---
pour les jets d’ordre 3, d'owc(d) est positif pour toutd > 11 (cf. [5]), et il
vaut3 = 1,444 --- pour les jets d'ordre 2¢f. [2]), d'ou qc(d) est positif pour
toutd > 15. Demalilly a conjecturé que ce quotient tend vers l'infintax. Les
valeurs numériques 44 ---,1,80--- et2,12--- suggerent une certaine lenteur de
la convergence potentielle.

Corollaire Si A est un fibé en droites ample suk’, pour toutm suffisamment
grand, ily a des sections globales%;{mT;} @At lorsqued > 9, et toute courbe
entiere f = C — X doit satisfaire [equation diférentielle globale correspondante.

Passage aux jets d’ordre 5Maintenant, la correspondance entre bi-invariants fon-
damentaux et représentations de Schur:

f{ F(l 0)7 A3 F(l 1)7
AL;) F(Q 1)7 AI . F(3 1)7 M8 F(2 2)’
Al . F(4 1) MlO F(3 2) N12 F(3 3)



Jets de Demailly-Semple d’ordres 4 et 5 en dimension 2 925

Etant donné gu'’il existe des invariants fondamentaux Eupentaires, nous pour-
rions attendre encore avant d’entreprendre un calcul den&w@-Roch, mais nous
avons quand méme I'opportunité de nous restreindre auda-algebre engendrée
par les crochets.

Base de Gbbner. En choisissant I'ordre purement lexicographique sur les@naes
deC[A®,..., H{* F!9, f{] qui estdéduit de I'ordre suivant sur les mondmes élémen
taires restreints (noter qué est placé en derniére positih:

3 5 7 8 9 10 12 12 14 16 /
AN >AN >N >M >N, >M7 >N">K>H">F,|>f

Maple nous donne la base de Grobner réduite suivante fidaall complet des
syzygies entre nos onze bi-invariants restreinfya= 0}, laquelle est constituée
de 26 équations:

0= —5 4 (MI0)N'2 K% FIS 45 0 N2 (119)° - 64 1 (1) K13 (1) 45 1 (M10)° 1 B+
128 F MIONI2 (1) < 7 7 (1) (FI)? 64 1 (N12)? (1137,

0= 15 MO KJ3 1 — AL, 4 (1) =5 F{ (M) FIS + 5001, N2 FJG — 8 7 N2 (1132,

0= 77 (MI)KI + A% M1 HI 4 £ (FIS)? — 8 Ay, N2 KT,

0= N2 K% - A0 4 0t FIS,

2 2
0= 647 M5 01O A3 HY 47 (1) P + 5 5 (1) N2 K% — 641 25N KT

—5 /1 (M{°) HI* =5 f{ N'*(F$)?,
0=f{ HI* IS +8 MO AY |y HI* +5 £ (M{°)* —5A% ;) MION'? -8 f{ M® M{° K13,
0=64M3AY | N2 K12 — 64 ff M3 (M) K12 — 549, 1 (M{0)2N'2 45 £ (M10)* ~
=T M H{' F{§ +8 f{ N2 K13 P,

0=7f{(H1*)* =5 f{ M*(M]°)* +64 7] (M%) K% — 5 f{ N' IS,

0=64(M®%)*AY 11 K13 —5MBAY ) (M%) =5 1 (M{%)? PIS + 15 f{ M{° k{3 HI* — 8 f{ N'?(K{3)?,
0= —A?,m H114+AI,1 F1161 + fi M110K11,217

0= 5 {(MI)? ~5A%,, N — 8 /L M® K%+ 7AT, HI,

0=56A7 1 N'2K{% —64 f{ M3 M{® K12 —5A9, ) M{O N2 45 £ (M{)® — 7 1 HI* IS,
0=—8M%AY; +7A] M{° — f{ F{S,

0=56A7 M®Ki3 —5M° Ay M{® —5f1 M{% F{§ + 7 f] Ki3 Hi",

0= 49(/\;1)2}(11,21 - 5M8(A?,1,1)2 -5 A?,l,l F1161 + 7(f{)2(K11,21)27

0=—AY 1 N2+ A} FLS + 1 Mi° My,

10 Sinon, les bases fournies contiennent plus d’une soixamtigquations.
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0= AT, N2 4 AT HI 4 M5 M,
0= 7/\? K11,21 - M® A51),1,1 - f{ F11,617

0=—8A7; M®+5AF M{° — f{ H{*,
0= —7AI,1 AI,1 +5A% A?,l,l - fifi K11,21v
0=—TAT; N2 +3A3 F|§ + 8 f] M® M]°,

0=—-5A3 N2+ 3A% H}* 48 f] M® M8,
0:3A3K11,21 *AIJ M8 — f{ H{*,

0=—8A; M® +3A3M[° — fI N2,
0=-7A% Af,l Jr3/\3/\?,1,1 = fifi MO,
0=—5(A})* +3A% AT, — fifi MB.

D’apres la théorie des bases de Grobner, une base dadesgctoriel :
C[A®, A}, ... H{*, FS, f{}/(26 équations précédenies

est constituée de tous les mondmes
(A%)"(AD)" (AL (M) (AL 1) (M%) (N12)° (K2 () (FLS) ()"

qui n'appartiennent pas a I'idéal monomial engendré@mP6 mondmes de téte de
chacun des 26 générateurs que nous avons soulignés. télrmondme appartient

a cet ideal monomial si et seulement si il est divisiblelpar des 26 mondmes de

téte, ce qui revient a dire que le muti-indice

<@7 ba ) da ¢, f7 g, ha 2'7 ja k) € Nll
appartient a laéunion des 26 sous-ensembles suivant&de:

{rzsinfizipn{ij>1pn{k>1}, {e213nd{g

fez1}n{s

1n{y
1} {i

)

> 1}
> 1}

A\VARY

)

{fa=13n{j>1},
{dz13n{f213n{h21}1n{i 213 n{k 21},
{dz1}n{ez1}n{i >1},
faz13n{e>1}n{g =21} n{r >1},
{d=22tn{r =21} n{k2>1},
{d=22tn{ez1}n{h >1},

{ez1}n{j>1} {b=213n{j>1}, {a21}n{j>1},
fexn{iz1), P2un{z1, {ax1n{z1),
fe>n{g>1n{h>1}, B21n{h>1}, {a>1}n{h>1},
{e21}n{f >1}, {b2=21}n{f>1}, {a21}n{f 21},
{e>n{d>1n{h>1}, {p213n{e>1}, {a>1}n{e>1},

{ez2)n{h>1},

{a>1}n{c>1}.

Pour calculer le complémentaire de cette reunion, ongtecomme dans la Sec-
tion 7, en regroupant séparément les 6 intersections amamt pafa > 1}, puis
les 5 commengant pdih > 1}, puis les 6 commengant par > 1}, puis les 6
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commencant pafd > 1}, puis les 2 commancant p&e > 1}, et puis enfin la
derniére, qui commence p&f > 1}. Trouver le complémentaire global reviendra
donc a calculer Intersectionde six sous-ensembles Bié!.

Clairement, le premier et le deuxieme complémentaires donnés par :

Ni={a=0}U{c=e=f=g=h=i=j=0},
No:={b=0}U{e=f=h=i=j=0}
Ensuite, calculons le troisieme complémentaire, en Efiapt progressivement les
intersections, et ce, en partant du dernier terme:
Nz :={e=1}U{c=0}U{h=0}( {c=0}U{d=0} U{h=0}( [{c=0}U{f =0}
(Me=0tu{g=0}u{h =0} {c=0}U{i=0})c=0}U{j=0}
={c=1}U{c=0}U{h=0}Yc=0}u{d=0}U{h=0})c=0}U{f=0}
(Me=0tU{c=g=i=j=0}U{h=i=j=0}
={c=0}U{f=h=i=j=0}U{c=1,d=f=g=1i=j=0}
Les calculs suivants donnent:

Ni={d=0lU{e=h=j=0}U{e=j=k=0}U{h=i=j=0}U
U{d=1l,e=i=j=0}U{d=1,e=f=j=0}U{d=1,g=i=j=0}U
U{d=1,e=h=j=0}U{d=1,h=i=j=0U{d=1,e=j=k=0},

Ns={e=0tU{f=9g=0}U{f=j=0}U{g=i=0}U{i=j=0},

Ne:={f=2tu{f=1}u{f=0tu{i=0}u{j=0}U{k=0}

En développant l'intersection finale :
NN No NNz NNy NN NN,

nous pouvons négliger toutes les composantes qui incampam nombre> 7
d’équations, puisque dans la sommation de fibrés de Skehcontribution ne sera
qu’en O(mT), les termes principaux étant multiples rationnels nors rde m?.
Ainsi, en négligeant de tels termes, nous obtenons exacteh® composantes de
dimension 5 définies par 6 équations:

{a=b=c=d=e=0,f=2}U{a=b=c=d=e=0, f=1}
U{la=b=c=d=e=f=0}U{a=b=c=d=e=1i=0}
U{la=b=c=d=e=j=0}U{a=b=c=d=e=k=0}
U{la=b=c=d=f=¢g=0}U{a=b=c=d=f=1i=0}
U{a=b=c=d=g=1=0}U{a=b=c=d=i=j=0}
U{la=b=c=e=h=j=0}U{a=b=c=e=j=k=0}
U{a=b=c=h=i=j=0}U{a=b=f=h=i=7j=0}
U{a=e=f=h=i=j=0}U{c=e=f=h=i=j=0}
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Les 16 familles de mondmes correspondant a ces équgigungent étre rangées
dans un tableau:

A . . . . o2 () (ki) ) (RS ot
B : . . . . . MiO (N2 (k2R (i) (pi8)T (eD"
C: . . . . . . (N2 (k)M (=Y (RS DR
D : . . . . . (Mliz); (Ni)g (Klizl): ;4 » (F1§)7 (f{):
E: . . . . . (M1°) (N*%)9 (K13) (Hi*)* . (1)
Fr e e e . R € LA O T E S 7 GO LA

G: . . . . (Az.l,l)e . 1’2 (Klizl)h/ (Hi*) (F1121)] (f{):
H: ° ° . . A € . N 9 K v . F. 7 4

e 1 L VPR 1 S . 1
I . . . . (AY1,0)¢ (M9 (NP9 (ki) . . Dk
K : . . . (]\/[8)‘1 . (lelo)f. (N9 . (Hi%)® . (F)k
L: . . o (Mm8)d . (MO (N'2)9 (kPP (H{Y)! . .

M : . . . (Mg)j (Af,1)°  (Mi%F (N2 . . . )k
N . . (Al (M%) (A% )° . (w'2)s . . . Dk
0O : . (A‘?)b (Az )" (]\/Ig)d . 0 (N12)-‘7 ° . . (fll)’c
P (A3)a (A‘?)b (]\/Ig)d . o (N12)9 3 o . (fll)’c

Ensuite, lorsqu’on effectue la somme des caractérissigiiEuler des fibrés de
Schur correspondants, il n'est pas nécessaire de résegares familles de telle
sorte qu’elles soient d’intersection vide, puisque dedda¢on, chaque intersection
entre deux familles ne contribuera au final qu@tm”). Nous pouvons donc ad-
ditionner les seize couples d’intégrales correspondanteici les deux premieres,
gue I'on confie aiséement a Maple:

an m—16j—k m—14i—16j—k m—12h—14i—16j—k

m 14 12 - 1z
/ dk/ d]/ dz/ dh/ dg
0

[((m — 9g — 8h — 10i — 115)® — (3g + 2h + 3i + 35)*] + O(m")

36562817 m®
B 4933428814282752
m— IBJ m—14i—16j—k m—12h—14i—16j—k

/ dk / dj / / S / - dg
0

—12g — 10h — 13i — 145)% + O(m")

+ O(m7);

5015441 m®
~ 1233357203570688

les quinze autres fournissent des expressions simildil@ss déeduisons donc dans
chacun des deux cas par sommation de seize nombres rasonnel

Cr — 159897336810563 +O(mT) o — 784698232169 +O(m)
' 356792619604377600000 ’ * 7 3303635366707200000 ’

et finalement, le quotient significatif :

+0(m");

est inférieur a celui d®S;T7% : confirmation supplémentaire de I'inadéquation et

de l'insuffisance du sous-fibré engendrée par les crochets

Probleme ouvert. Changer d’optique quant au calcul de Riemann-Roch, entenan
compte d’'une étude préalable, reprise a partir de zéeola structure spécifique
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de DS5T%. Le procédé de division paf] des générateurs de l'idéal des rela-
tions entre invariants restreints d; = 0} constitue un procédé adéquat et complet
d’engendrement qui doit &tre poussé au-del&de

§9. Appendice 1: jets d’'ordre 3 en dimension 3

Expression initiale. Comme annoncé dans la Section 4, nous détaillons ici¢eical
(délicat) des trois crochets entre les trois invarials, Af ,, Aj, de poids 7:

(A7 AL
7

Développementeconome.N’écrivons que le premier produit, en réesumant le sec-
ond par le symboléi, j) «—— (k, 1), parce qu’il S’en déduit par ce simple change-
ment d’indices:

= (A fifj + 5 A2 FLf = A AM(F ]+ L)) = 16 M3 (£ f + £1F])-

— AN (FI L FUF)) 435 AN R (AN L 4828 g

=5 AV (S ST+ 15 A2 L) -

= (i,4) < (k1)

= AV AM RS A AM AN Rl — ANV AN (FL S+ L) Ffi -
— 16 AP AV(FIFL 4+ fLF) Frfl = S AV AN+ L) fufi+
+ 35 AMVALS LIS+ A AT AT FALL 420 AP AT FFILLL —
— 16 AMEAZS(f L fif)) fufl — 6AAP A (F fL+ fIf)) ffl—
=20 A3 AVS(fI LA FLF7) Fudi 140 A% ALS FU Y f -
—SAN AL [T+ FLT) - 25 AU AN LR+ S+
+20 AV A+ L) F 4 fl) + BOAPE AR (F S+ FLE) (fi i + fift) +
+25 AV AV (1 F e FLE) (L + fofl') = 175 AV ALS F (R + L f) +
F1SAVS AL LI+ 15 AP AL R — 60 AN AN (fFL 4 fLT) S -
— 240 AP AVE(fIf 4 FUT) FR = T AN AN (R L) R+
+ 525 AN AL fE Y ;’O—
= (i,9) < (k,1).
Nous soulignons (en ajoutant un petit cercle) les termes’qanihilent avec ceux

qui leur correspondent dans la permutatiery) <— (k,7). Nous utilisons les
relations pliickeriennes pour remplacer le dernier teres¢ant, a savoir:

—75 A1’3 A1,2(fi///fj( +fz‘/fj/'”) f];/ l//+ 75 A1’3 A1’2( Ii:”fl/"i_flg l”/) fz”fg”

= DAZ]- . A;,l - A;j . DA,ZJ.

par:
- 75 A1,3 A1,3 fz‘”fjl‘f]/g,fl” +75 A1’3 A2’3 lefjlf]gl l//_
- 75 Al,S Al,S fz/f]//flg l// +75 A2’3 A1’3 fz/f]/flg l//>
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et nous additionnons tous ces termes en effectuant desuggrents qui n’impli-
guent que des sommations de nombres entiers:

= _5 Al’s AI,S fl/f]/ (fllclfll +fl/cfl//) — 925 A2’4 A1’3 fl/f]/ (f]lclfl/ +fl/cfl//) +15 Al’s A1’2 f’ffg/'fl/g/fl//'i'
+75 A2’4 A1’2 fi/fg/'fl/c/fl// _ 4A1’4 A1’4 (fz”f]/ + lefg”) f]lcfll — 32 A1’4 AQ,S(fZ_//fJ/_ + lef]//) fl/cfl/_
— 64 A2:3 A2,3(fi//f]/_ + lefg”) fllcfll _ 5A1’4 AL3 (fszgl + fz/f]m) fllcfll +35 AL4ALS fi”f]l'lfl/cfl/_

~ 208 AV (S 4 JLF) ol 140 6% AV F 1L 4150 A% A £
— G0 AR (1 JLAY) S~ 200 A% AV (11 + g15) LA

AL NV ) (LS S = 175818 A F LA + Fuff)

TS ALY AV (1S 4 fLF) B

= (6,7) < (kD).

Synthese de éterminants. Maintenant, la soustraction suivie de la permutation
fait apparaitre des déterminars< 2: on a en effet cing relations immédiatement
vérifiables par développement:

PSS+ Sef0) = SRS LSS+ SL8]) = 01 AR + SR AT,
f/f/f]:;/ l// el Hfl::fl/ _ f/fl//Al,Q + fllgf//Alﬂ
ij iJj = Ji 3.k Jj =il
(FI L5+ S Sl = (RS + SRfl) LS = S0 G + F AL
(fZ”fj/ + f’L/fj”) f],c/ l” N (fllc/fl/ + fllcfl”)fz’”fg,‘/ _ fz” ];/ Agl':? + f]” l” A;’]f,

(FI"Fi+ FLEMY(FRf] + L) — (P f+ F ot (FLfS -+ FLED)
= Ff AR+ FI AT + FLH AT+ AT

)t 5]

En regroupant les termes, on obtient I'expression finalé; ﬁt{j, AM : O

§10. Appendice 2: jets d’ordre 3 en dimension 3

Jets d’ordres = 3 en dimension = 3. Pour terminer, donnons une description “a
la main” des générateurs d@&S; qui ne fasse pas appel a des arguments raffinés de
théorie des invariantf. [5]).

Recherchons directement les bi-invariarits, les polyndmes invariants par
reparameétrisation qui sont aussi invariants par I'actionsous-groupe unipotent
U3(C) C GL3(C) constitué des matrices de la forme:

1 0 O
u=1[ u 1 0 |,
U Up 1
qui est définie pav - Y = Y puisu - £V = Y 4+ u fY et enfinu -

f?f” = ?EA) + uy fQ(A) + U, fl(”, pour\ = 1,2,3. Un premier raisonnement initial
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entierement similaire & celui que nous avons tiré de DS, fournit une
représentation de toft € DS; . sous la forme rationnelle

P(j3f>: Z (f{) (f2>f3aA12a 13>A121aA131)

—%mgaém
ou les invariants\? ; et A? ;.. sont simplement définis par:
3 . AlL2 5 o AL3 g 1,2
A=A et A g = A5 fe = 34y

Ensuite, si nous considérons le sous-group&g€) constitué des matrices de la

forme:
1 00

u, 1 0 |,
u. 0 1

lesquelles stabilisent tous les invariants qui apparatssens notre premiere ex-
pression rationnelle:

cl
I

T A3 T A
U- AT, =AY, U- ATy = Alo,
3 .
A3—A13a U Algq = Al s,

CI

mais agissent en perturbafitet f; paru- f; = fi+u, f] etu- fi = fi+u. f{, nous
voyons que sP est aussi invariant par I'action unipotente, alors chaqlgndme
P, ci-dessus doit en fait &tre indépendantfdet def;, d’ou:

P2Xinv(j3f) = Z (f{)apa( 1,25 A 39 A121, A131)

—%mgagm

Mais ce n’est pas terming, car il faut encore s’assureridedtiance par I'action du
sous-groupe constitué des matrices de la forme:

1 0 0
U:=10 1 0 |,

0 Up 1
lesquelles agissent comme suit sur les quatre invariagébaguement indépendant
qui apparaissent:

3
Up - Ajp = A12, ‘A21—A121>
3 _ 3 5
Up - A1,3 = A1,3 + up A1,27 Al 31— A1,3;1 + Uup A1,2;1‘

D’apres un calcul direct, le troisieme et dernier invatifondamental pour cette
action, a savoir:

A A131 A 121—f1f1D1,2,3
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fait naitre, en tant que nouveau bi-invariant “fantomaticé derrieré f;)?, le déter-
minant wronskien en dimension trois:

/ / /
6 fl f2 f3
o " " "
D 1,23 "= 1 2 3 |
" " "
1 2 3

et en injectant ce nouveau bi-invariant, nous obtenons aneatle expression pour
le bi-invariant quelconque dont nous étions patrtis:

P2Xinv (jgf) - Z (f{)a Pa (A?,% A?,Q;lv D?,?ﬁ)’

—%mgaém

laquelle incorpore toujours des puissances négativef déviais pour terminer,
nous affirmons qu’il n’existe en fait aucune puissance tiegale f{, car sinon,

aprés multiplication par la puissance maximalement tiggae f; (cf. le raison-

nement conduit dans la Section 6) et aprées restrictipf] & 0}, nous obtiendrions
une identité du type:

0= Pa (AiQa A?,Q;l? D?,Q,?))

fi=0
/ /
0SS
. 1 p! 1 ¢l el 1 " 1/
—Pu(— L BHBAL | Ff R,
n n n
1 2 3

qui impliquerait immédiatemerf®, = 0, par indépendance algébrique de ses trois
arguments.

En conclusion, nous avons redémontg [5]) qu’en dimension’ = 3 pour les
jets d’ordrex = 3, les polyndmes bi-invariants s’écrivent:

7)2><inv<j3f) = P(f{> Azl'),za A?,Q;h D?72,3)’

ou P est un polyndme arbitraire, aucune syzygie n’existanteeogs quatre bi-
invariants fondamentaux, et par conséquent, en poldrdearndices — ce qui re-
vient a faire agir le groupe complét_;(C) —, nous déduisons que les polyndmes
généraux invariants par reparamétrisation s’ectivamme polyndmes quelcon-
gues en fonction de 16 invariants fondamentaux:

-3 _ / / / 3 3 3 5 5 5
P(] f) = P(fp fa; f3aA1,27 A1,3, Ag,ga A1,2;1> A1,2;2a A1,2;37
5 5 5 5 5 5 6
A1,3;1a A1,3;27 A1,3;37 A2,3;1a A2,3;27 A2,3;3a D1,2,3)'

On vérifie aussi que parmi les 62 syzygies existant entré@@svariants qui ont été
obtenues par un calcul sur Mapl.(les références dans [5]), 30 d’entre elles sont
fondamentales et qu’elles proviennent toutes des troisguiares que nous avons
décrites. O
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