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(��)��*�' "���/��� �0������� ��1�� 	�������� #�2������ 	�������� ����3
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�� �������� ���# ���4���� ��1�� 	������� ��� ����������# 	������� ��� #�2�3

����� 	������� �## ��� ��������� ����������� ��5�������4#� ��� ����2��4#�� -

������# 0������� ������6 ��� ����� ��� ����� ���#�����# ���������� �� ����� �	
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1���� �� �� �����4#� �� ���� ��� ����� 	�������� 	��� ���� ������7 
�� ���1��6

���� 	�� �����#�� ����� ���� ��� 4� ��������� ����2 	��������# �0�������� $��

��������� ��� �������� ��	
���


f(ϕ(x)) = pf(x),

1���� ϕ �� � 	������� ��� p �� � ��������� �� ��� �	 ��� ���� ������� �0�������

�� 	��������# ���#���� ��� �#�� �����4#� 	�� ��� ��������

8� ���� ����� 1� ���## ������ ���� ������� ����#�� �� ��� ����������9��2 �	 �#3

�������� 	�������� ����2 	��������# �0������� ��� �#�2��#� ������� � ����#� �	

����� (��� �������#�� 2���� � �������� �� ���������� 	������� f : (0,∞) → R�

1� ���## 2��� ��������� ��� ��:����� ���������� �� f �� ����� �	 ��� "���/���

��� �/������ �0������� �� ���� f ����#�� �� � ���0�� ��1�� 	�������� #�2������

	������� �� ����������# 	�������� ����������#��

8� ;�<� ��� ������� ���1 ���� �	 � ������#� �������� 	������� f : (0,∞) → R

�����'�� 	�� �## x > 0 ��� �0�������

f(px) = af(x), f(qx) = bf(x),

1���� a, b, p, q > 0 ��� ��������� �� ���� r = log q/ log p �� ���������#� ����

f(x) = xr� =� ���## 2�����#�9� ���� ����#� 4� ����4#�����2 �� ���� ���� ���

	�##�1��2 ��������

������� 
� ��� f : (0,∞) → R �� ��
���
� �� ��
��
	�	�� 

� ���

p, q �= 1 �� �������� ��
� 
	����� �	�� ��
� pm �= qn ��� 
�� 
�
���� �
������ m
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� ��� r �� 
 ���� ��
� 
	����� ��

f(px) = prf(x) and f(qx) = qrf(x) > ?

���
���� x > 0� ���
 f(x) = f(1)xr ��� 
�� x > 0�


�� ���������� ���� �	 
������ - �#�� 	�##�1� 	��� � ���� 2�����#� ���

���3�#��������� ����#� �	 (��+�1�+� >
������ , �� ;�<?�

@������2 r = 1 �� r = −1� 
������ - �������� �� 1��� ��� ����������

����� 1���� �1� 0��������� ��� ������#� �� �������#� �����������#� ����������#��

- ���� ������ ��� ������2� ������ �� � ��� �	 ��5����� �#�������� ����������

2����������2 ��� ������ �� ������� �����������#��� �� 2���� �� ;)<� $�� �����#��

�� ��#�� ���� �	 f : (0,∞) → R �� � ��5�������4#� 	������� �� ���� limx→0 f ′(x)

������ ��� f(px) = pf(x) 	�� �## x > 0 ��� ���� �������� �������� p �= 1� ����
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f(x) = f(1)x 	�� �## x > 0� 
�� ���� �� ���� �#�� �	� ������� �	 ��5�������3

4�#���� f �� �������� �� 4� ���������� ���� �� �������� �� ����� ��4�������� ��

��������������

8� ��� ��������� 
������ - 1�## �#�� �� ��������# ��#� �#�� �� ��'���2

����������# ��� #�2������ 	��������� �� ���#����2 > ? 1��� ��� 	��������#

�0�������

h(xp) = ph(x), h(xq) = qh(x) >,?

���

h(px) = h(x)p, h(qx) = h(x)q >)?

��� �������2 �2��� ���� p, q �= 1 ��� �������� ���# ���4��� ���� ���� pm �= qn

	�� �## ���9��� ����2��� m ��� n� 1� ���## ������ 	��� 
������ - ��� 	�##�1��2

�1� �����0�������
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	�	� �	
����
 h : (1,∞) → R �
����

��� � ! ���
���� x > 1� ���
 h(x) = h(e) ln x ��� ����" x > 1�

%���		��� %� �� 
 ��
���
� �� ��
��
	�	� �	
����
 h : (0,∞) → (0,∞)

�
������ �#! ��� 
�� x > 0� ���
 h(x) = h(1)x ��� ����" x > 0�

-#�� @���##��� � �������� �� 1��� � �#�2�� ����������� �	 � ������� �#������#

����#�� 
�� 	��������# �0�������� 2���� 4� @������ h(xy) = h(x) + h(y) ���

h(x + y) = h(x)h(y) ���������� �� ��� #�2������ 	������� ��� ��� ����������#

	�������� ����������#�� ���� ���� >,? ��� >)? 1��� p = q = 2 4� ������2 ����

y = x� �������4#� �� 1�� $�4���� �	� ;,<� 1�� '��� ���1�� ���� ��� ��#�

	������� h : (1,∞) → R ���� �����'�� >,? 1��� p = q = 2 ��� ��� ���������

lim
x→1+

h(x)

x − 1
= 1

�� ��� #�2������ 	�������� ��� ����#� �� 4����� �� ��� ����� ���� ��� ���#�����#

�������� 1���� 1� ������ �� ���� �#�������� ���� �� ��� ��� �	 $�4����

8� A��9��B� ��� @���9�1�+�B� ��� C��B� ����������9����� �	 ��� �������3

���# 	������� >
������  !�,�, ��� D����+  !�,�) �� ;�<? ��� ���4�� �	 ���3

������� �� h �� ��� ���� �� �� ��� @���##��� @ 4�� �1� �	 ���� ��� ��5�����

	��� ����� �� ��� ����#�� -#��� ��� ����	 �� � ����1��� ���� �#�������� ����
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$���� %������ &� E�� �� 4�2�� 4� 1�����2 S = {pmqn |m, n ∈ Z}. F�1� �	
x ∈ S� ���� 4� > ? 1� ����

f(x) = f(pmqn) = pmrf(qn) = pmrqnrf(1) = (pmqn)rf(1) = f(1)xr.

G����� �	 r = 0 ��� f �� ���������� �� ��������� �� �	 r �= 0 ��� f �� �����������

���� ��� �#��� 	�##�1� �	 S �� ����� �� (0,∞)�


� ���� ���� 4� ��+��2 #�2������� �	 ��� �#������ �	 S� 1� ������ ���� S ��

����� �� (0,∞) �	 ��� ��#� �	 T = {m+n ln q/ ln p |m, n ∈ Z} �� ����� �� ��� ���

�	 ���# ���4���� ������� pm �= qn 	�� �## m, n ∈ Z\{0}� ��� ���4�� ln q/ ln p

���� 4� ���������# ���� ����� T �� ����� �� R� ��� ��� ������#��B� ������� ��

; <�

E�� �� ������� ��1 ���� r �= 0 ��� f �� ��������� =���� c = f(1)� 8	

c = 0� ���� f(x) = 0 �� ��� ����� ��� S� 
���� 4� ������������� f(x) = 0 	��

����� x > 0� ��� ��� �#��� 	�##�1��

F���� ������ ���� c, r > 0� 
��� f �� ���������2� -#��� #�� �� ������� ����

����� ������ x0 > 0 ���� ���� f(x0) = cxr
0 + d 1���� d > 0� "���� S �� ������

����� ����� ����2��� m ��� n ���� ���� x1 = pmqn > x0 ���

x1 − x0 <

(
d/c

) 1
r

C
, >*?

1���� ��� �������� C > 1 1�## 4� ������������ #����� ��� ��1 �#��

f(x1) = cxr
1 = c

(
x0 + (x1 − x0)

)r
< c

(
x0 +

(
d/c

) 1
r

C

)r

= cxr
0 + d/Cr + C ′

1���� C ′ �� ��� �������� ��������2 �� c� C� r ��� x0 �� ���� C → ∞ ���#���

C ′ → 0 	�� ��� '��� x0�


����	���� 4� �������2 C �� >*? #��2� ����2� 1� 2�� f(x1) < f(x0) 	���

��� �4��� ��#��#������ 
��� ����������� 1��� ��� 	��� ���� f �� ���������2�

8� ��� ���� d < 0� 1� ������ x1 < x0 ��� ������� ���#�2���#�� 8	 c, r < 0�

���� f �� �2��� ���������2 ��� ��� ���#�2��� ��2����� ��#��� 
�� ����� c <

0 < r ��� r < 0 < c ���#� ���� f �� ���������2 4�� ��� ����#�� ��2����� ��

�4��� ��� ���� �2��� 4� ������������ 
������ - �� ��1 �������
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�" (� E�� h : (1,∞) → R 4� � �������� >�� ����������?

	������� �����	���2 >,? 	�� x > 1� ��'�� ��1 ��� 	������� f : (0,∞) → R 4�

������2 f(x) = h ◦ exp(x) = h(ex) 	�� ����� x > 0� 
��� f �� �������� >���

����������#�� ����������? ���� ���������

h
(
(ex)p

)
= ph

(
ex

) ⇔ f(px) = pf(x)

���

h
(
(ex)q

)
= qh

(
ex

) ⇔ f(qx) = qf(x)

	�� ����� x > 0� G����� h(ex) = f(x) = f(1)x = h(e)x 	�� ����� x > 0� 
���

���#��� ���� h(x) = h(e) ln x 	�� ����� x > 1� 
�� ����	 �	 @���##��� � ��

����#����

$���� �� '�����
�" '� E�� h : (0,∞) → (0,∞) 4� � �������� >�� ������3

����? 	������� �����	���2 >)? 	�� x > 0� -2���� 1� ��'�� � �������� >��� ��3

��������#�� ����������? 	������� f : (0,∞) → R 4� 1�����2 f(x) = ln ◦ h(x) =

ln
(
h(x)

)
	�� ����� x > 0� 
���� 	�� ����� x > 0�

h(px) = h(x)p ⇔ ln
(
h(px)

)
= p ln

(
h(x)

) ⇔ f(px) = pf(x).

"���#��#�� h(qx) = h(x)q ⇔ f(qx) = qf(x) 1������� x > 0� 
����	���� 4�


������ -�

ln
(
h(x)

)
= f(x) = f(1)x = ln

(
h(1)

)
x,

��� ����� h(x) = h(1)x 	�� ����� x > 0� @���##��� @ �� ����'���
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