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%&'( �� ������ �	
 �� �
�������

� �������	����

� ������� �	��� 	
 � ������	�����	�)������*
��	� ������ ������� 
�	� ���� ��
�
	������	�� �� �����	��� 
	� � �������� �������� ��� ������	�+������ �
��	��!
� ������	�����	�)������*
��	� ������ �� �	��	��� 	
 � ������*
��	� ������ ,�
���

���
���� ������ 	� � ������� ���	�-� � �
�*�� 	
 ���������	�� ,������
�	����- ��� � .��� 	
 ��$����� �	 ������	�� ��� ������� ������� ��	�
��� 	� �� ��/
������� 	
 ��	�
��� 
�	� �$� ������ �	 �$� ���������	��! �$� ���������	�� �����
��� 	*�� �$� ������*
��	�� ������	�����	� ��� ������	�� �	���� ����*���$�� 
	�
�$�� *� �$� ������*
��	� ��� ������	�����	� ����������! �$� ������*
��	�
������ �
������ �$� ��	�
�� ��� �� �$��������0�� *� �$� �	����� ���� 	
 �$�
��	�
��� �	 �$� ��$������ ��� �
���� ����� ��� ��� ��	���� ��������! ���$ ���/
������	� �� ����������� *� ��� ������ ����� ��� ��	���� ��������� ��� ������	��
��������� �	 �$� ������*
��	� ������ ��� 	�$�� ���������	��! 1��������� �$� ����/
���� ��	������� 	
 � ��$���� ��� ��� $�
���� ��������� ��� ��
����� ������ ��� ���

��	����� ���� 	
 �$� ��	�
�� �	 �$� ��	���� 
��������� �� � ���������	�!
������	�����	�)������*
��	� ������� $��� *��� �$� �
*2��� 	
 �������$ ��

#��������� 1������)3������	�� 4������$ 
	� 
	
� �������! �$� ��	�������
5	�� 	
 4����� ��� ����0�� 6('7 ������� �$� �	�� ���������� 	������	��� ��	*/
��� 	
 �
�$ ������� ������ 8��
�� �������$���9! �� �� �	������� 5��$ �$�
�������� 	
 � ��	�
�� �� 	������ :
�������� �	 ���������	�� *� ��
��� 	� � �����
*����! ;����� ��� <���$� 6%�7 �=������ �$��� 
	��
����	� ��� ��	�	��� ��
�>����� $�
������ ���	���$� 
	� �$� 	����
� �	
���� ��	*���! �$��� �������
5	��� ����*���$�� �
����� �=������ 	
 �$� �
*��:
��� �������$� ��� 	����� ��
����
� 	
 �������$� ��*���� ����� �� �$� ��$���� �	
���� ��	*��� ,?4@-! ?4@
�� *���.� ��A��� �� � ��	*��� 	
 ������0��� ��������� 	
 �	
��� 
	� ��������
��$����� �	 �
���� � �
�*�� 	
 ���������	�� 
�	� � ������ 	� �
������ �������!
1������ �=������� �������� 	� ?4@� ��� �=�����	�� ��� �	�
��	� ���$��:
�� �=���
�� �$� �������
��!
���	��	������ �$� ������	�����	� ��� ������	�� $	����� �	��� ���	 �$� 	*/

2������ 

����	� �=����� �$� ��	�� 	
 �$� 	������	��� ��	*����! B
��� �� ��! 6C7
�	������ ������ �$������ �	 �������� ,��
��� ���������� ����� �	 �	�� �$��
	�� �
��	���-� �
*��:
����� �$� �	��� �	�� ����
��� �$� �	��� ������	�����	�
��� ������	�� $	����� �	���! #
������� ��� 4	
��� 6((7 �����	�� � ���$�/
������� �	��� 
	� �������� ��� �$������ 
	� ���$ 	
 �$� ����� ��	���� �� �$�
5���$	
�� ��� N ���������! �$��� �	��� �	�� �� �$� A=�� �	�� 	
 ������� �� 	�/
���� �	�� 	
 �$������� ��� �$� ������� �� �$� ���������! �� ���������� ����	��$
�	5���� ������	�� �	���	� ��� ������	�����	� �������� 5�� ��	�	��� *� �����
��� "������
�� 6(7! �$��� �	��� ��:
���� �������	���� ,*���� 	� � ��	�����



�������� ����
��� �
 �
������� ������ 
����	 %&'�

������ 8��������9- �$� ��� 	
 ���������	�� �	 L �
*���� 	� ����	�� ,�
�*��
	
 ��$�����-! �$�� ��	�
��� ������ �	��
��*�� �	5�� ��� 
���� *	
��� 
	�
�$� ������� ������+5��� �	���! D��� 6%E7 �	����� �$�� �$��� 	*2������ 

��/
��	� 
������������� �$� *���A� 	
 ��������� � �������� �	 �
������ �	
��! �����
��� "������
�� 6�7 ����	�� *� ����
����� �$��� 
������������ 	
 �	�� 	
 	���/
������ ���
���� *� �$� �������	���� ���$	�! � 

��$�� �����	����� *� �����
��� "������
�� 6'7 ����
��� � ������� 	
 �$��� �����	
� �	��� ���	����� ��$����
�	
���� �	��� ��� ������� ������	���� ��� � ���
��
��� �������	���� ���$	� ��
����	�
��� �	 �	��� �$�� �	���! 1��
��
��� �������	���� ��
��� �	 � �������	�/
��� *���� 	� �$� 	������� 	
 �$� �������� 	
 �$� ��� 	
 ���������	�� ���)	�
�������	���� � ��� �
*2��� �	 � ������������� �
�*�� 	
 ����� �� �$� �����/
��	�! "
��$�� ����� ��� "������
�� 6�7 ������*� $	5 �	 �	�*��� ����������
���	 �>����� �	
���! �$� �	��� �	�� 

����	� ����
��� �$� A=�� �	�� 	
 �������
�� 	���� ��� �$� ������	�� $	����� �	��! 4�������$���� �������� �� �	 �����
��� �$� ��������� �� � ����	� �� �� �>����� �	
�� 5$�� � �$������ �� ���� �	
�$�� ����	�! #�=�� ������� 
	��
����	� 	
 "������
�� ��� F����� 6%'7 �	�/
*��� ��$���� �	
���� 5��$ ������	�� ���	����	� ��	*���! 4	��� 6(�7 �����	��
� ��=�� �+% ������� ��	�������� 
	��
����	� 
	� �$	��+���� ��$��
���� 	

������� 5$��� 	*2������ 

����	� ����
��� 
��� �$������ �	���� �	�� 	
 
��	��/
��� ����� ��� �	�� 	
 ������ � �����A� �	
��! G��	��� �� �� 6(%7 ���	��	����
� ������ 
���
�� ���	 �$� ��	*��� *� �	��������� �	������ ������*
��	� �������
5��$�� � ����� ��� 	
 ����� ��� �	����
����� �������� �	
��� �� � �����
� �	��
	� �� ������� ������ ��	�������� �	���! B
��� �� �� 6C7 ������� �� ����������
�	��� 5$��� �$� �	�� 	��� ����
��� �������$��� �	��� A=�� �	�� �� � �
��	���
��� �	�� 	
 ��������� ��������� *
� �	� �$� ������	�� �	���! "������
�� ���
1���$�+G��� 6%�7 �����	� ����������� ������	�� �	���	� ��� ��$���� �	
����!
?���� ��� H	����$����= 6(E7 ���� � �����5 	
 ��	�
���	�+������*
��	� �	����
�	����������� 	� ��=�� ������� ��	�������� �	����!

D���� ��� 4	
��� 6%&7 	*����� �$�� �� ���	����� ������ 	
 �� �����/
�	��)������*
��	� ��	*��� �� �$� �����A���� ��	
�� 	
 �������� �	���! B�����
��� 1���$�+G��� 6E7 ������*� �� ���������� �	������� �	��� �$�� �	������� �$�
�	��+�
� ������� ������	�����	� ��� ������	�� �	���! � ���� ��
�� 	
 � 

��
	�� ������*
�	� �� ������*�� *� ;���*��� ��� �� �� 6&7! �$� 	*2������ �� �	 ���/
���0� �$� ������� ����� ������*
��	� �	�� 5��$	
� ��
���� ��	��	
�� �� ��� 	

�$� �
��	����! �$� �	���� ���������� � ��$��
�� 
	� ������� ���$ �
��	����
�$� �������� :
������� ��� �$� �������� �	
��!

?��5����$�� ��� #��$
� 6(&7 ��	�	�� � �	��� 
	� ����������� �	
����
��� ������	�� ������	�� �� � 	��+5���$	
�� �
�����	�
�� ������*
���� ���/



%&'' �� ������ �	
 �� �
�������

���! G	��+�
� ������� ������	�� ��� ������	�����	� �	��� ��� ������0�� *� �
$�
������ �	�
��	� ���$	�! �$� ��	�
��� ��� ��������� 
�	� �$� 5���$	
�� �	
�$� ��������� *� ��$����� �$�� �	�*��� ���������� �	 ������� ��������� ���	 �>�����
��$���� �	
��� ,?4@-! �$�� 5	�� ��� *� �	�������� 	�� ���� �	5���� � �	��
������� ������	�����	� ��� ������*
��	� ������ *
� �� �	�� �	� ���� �$� ������
�����*��� ���	 �	���������	�!
��� �� ���� �$��� �
*������	�� ���	��� ��	
�� ?4@! 3�� 	� �5	 ������� ���/

����� 	
 � ���� ������	�����	� ��� ������*
��	� ������ $��� *��� ����	�
���

�	� ���� �	 ����� *
� ��� 	
 �$��� 5	��� $��� 
����� �$	�� 	
 �	����$������
��� �����A���� ������� 	
 � ��1 ������������ ,5$	��������-! � 5$	������ ������
��������� ��:
���� 	�$�� ������ 
���
��� �
�$ �� ��	���� ���������� �	���$��
5��$ 	������	��� �����*��� �� ������	� �����*���! �$
� �$� 5	�� 5� �������
$��� �� �	� ��	�$�� �������$ 	� ?4@� *
� � ������� ����	��$ �	 ��������� �
������	�����	�)������*
��	� ������ ,��1- �� 5$��$ ?4@ �� � �
*��	*��� ,��
�������A���� �
*��	*��� 	
 ��1-! D��� 5� ������
����� ���$���0� �$� �����/
���� 	
 ������ ���	 �	���������	� �$� ���������	� *��5��� ���
��
��� ������ ���
	�������� �	������!
�$� ���� �$�
�� ��� �	����*
��	� 	
 �$�� ������� �� �	 �����	� � �	��� 
	�

� ������	�����	� ��� ������*
��	� ������ �$�� ����
��� �$� ������ �����*����
	������	��� �����*��� ��� �$� ���������	�� *��5��� �$��� �5	 ���� 	
 �����*���!
�$�� �� �� � 5�� �=������� �$� �����	
� �������$ ���	 � �	�� ������� �	���

	� �$� ������	�����	� ��� ������*
��	� �������! 3*��	
���� �$� ������ 	
 �$�
������ �I���� �$� 	������	��� �	����� ��� �	�������� 	������	��� �$�������������
�
�$ �� 
��:
���� 	
 ����������� ��$���� �	
����� ���� ��� �$� ���������	�� ��	��
�$�� ���� �	 *� �	�������� �� ��������� �
�$ � ������! D���� �$� ���
��
���
������ �����*��� ��� 	�����0�� �	���$�� 5��$ �$� 
	��	5��� 	������	��� ������	�
�����*���J

�- @������	���� �$� ��� 	
 ���������	�� �
�$ �$�� � �������� �� ���� �	 ���$
���� *� 	�� ��$���� ����!

��- "��:
���� 	
 �������� �	 ���$ ����!

���- 1�0� 	
 �$������ �	 ���$ ���������	� �� ���$ ����!

��- 4	
���� 	
 �$� ��$����� 
	� ���$ ���� ,��������� ���������	� ��	*���-!

� ������� �	��� 
	� �
�$ � ��	*��� �� �	����
���� ��� ��������� �� 1��/
��	� (! �$� 	*2������ 

����	� �� �$� ,�����*��- �	�� 	
 	5���� ��� 	��������
�$� ������	�����	� ��� ������*
��	� ������ ��� 
��� ����� ��� �� �	��	��� 	




�������� ����
��� �
 �
������� ������ 
����	 %&'�

������� ��� ������	�� $	����� �	���� ��$���� �	����� ��� 
��	����� �	��� ���
�$� �	�� 	
 ������	�� �	 �$� ��	
�� 	
 ���������	��! ����
��	� 	
 ������� ���
������	�� $	����� �	���� ��$���� �	����� ��� 
��	����� �	���� �$� �	�� 	
 �����/
�	�� �	 �$� ��	
�� 	
 ���������	�� ������� �	 �$� ������ ��� 	������	��� 
���
���
�� �$� �	���! 3�� ��� 	
 �	��������� ���������� �$� 
��� �$�� �$� ��	
�� 	

�$������ �	 � ��	
� ����	� �=���� �$� ��$���� ��������! 1���� �$� �
�*�� 	

��	
�� �� �	� ��	5� �� �������� �$� �
�*�� 	
 �	��������� ������ �� �$� �	���!

@	���*�� �	�
��	� ���$��:
�� ��� ����
���� �� 1����	� �! �� ����������� ��/
���� 	
 �$� �	�
��	� ���$	� �� � �	������� ��� �������	���� ��	*���! � �
����
	
 ���� �������$ ������� ��������� �$�� ��� �������	���� �� �� ��������� ��� ��$��/
��� ������ 	
 �$� ������	�����	� ��� ������*
��	� ������ ,��1- ������������
�� ���	����� ��� 	
 	������	��� �����*���! �$� �������	���� ��	*��� �� �$��
������� �� :
��� ��I����� 
�	� �$� ���
��
��� ��� �������	���� ��	*��� 	
 �����
��� "������
�� 6�7 	� 6'7 ��� 
�	� �$�� 	
 "��$�� ��� K���
��� 6%�7 5$	 ��	/
�	�� � $�
������ 
	� ����������� ��
����+A��� �	
��+���	�� 
	� �	����� �$� ���
�������	���� ��	*���! B������ ��� ;$����	A��� 6�7 *�������� *
��� ����� 	
 �
�������	� ��	�� � ��$���� �	
��! ����	�
���	� 	
 � �	������� ��� �������	����
��	*��� �� ��	�$�� �	����*
��	� 	
 �$�� ������� �	 �$� �=������ �������
��!

�� �=$�
����� �����$ 
	� ��� �������	���� �� ��	$�*����� ,�
 �	� ���	���*��-

	� ���� ����� ��0� ��	*����! ������� ��	�������� ��	����� ��	�$�� �	���/
*�� ����	��$ �	 ��� �������	���� ��	*���! 4	���*���� ��� L���� 6(�7 ��	�	�� �
������� ��	�������� ���	���$� �	 �������	� � ��� 	
 ����� ���	 ��	
��! �$�
���	� �� �$��� ���$	� 5�� �������� ��� ����	��� ������� ��	�������� ��/
�	���$�� 5��� ��	�	��� *� M
������� 6(�7� H	��� 6%C7� ��� 1�$5���0 6(C7! ��
������	�� M
������� ��	����� �� �������� 
	� �$� �
�*�� 	
 ����$����� 	����/
��	�� ��� ����� ��:
�������� 
	� $�� ������� ��	�������� ���	���$� ,O(3n)

	������	�� ��� O(2n) ����� 5��$ n ��������-! ��
	��
������� ���� �	������
��0� ��	*���� ����	� *� $������ *� �$�� ����	��$! ������ �$�� ��>�
��� ���	
���	
��� 5� $��� �����	� �� �>����� $�
������ ���	���$� �	 A�� ���� 	���/
��� �	�
��	�� :
����� ��� ������ �	 �$� �	������� ��� �������	���� ��	*���! �
������� ��		
 �	 �$�� $�
������ ���	���$� �� ��	����� *� ����� 	
 3���������
@�������� 	
 ������� ��	��������! �$��� �� �	 	�$�� ��	5� ���$	� ,	�$��
�$�� �=$�
����� �����$ 	� ������� ��	��������- 
	� �	����� �
�$ � �	�������
��� �������	���� ��	*���! D����� ����	�
���	� 	
 �� �>����� $�
������ ���$	�

	� �	����� �	������� ��� �������	���� ��	*��� *��	��� � 

��$�� �	����*
��	�
	
 �$�� �������$ �	 �$� �=������ �������
��! ���	� ���������� ������	�� 
	� �$�


�
�� 	
 �$� ������	�����	� ��� ������*
��	� ������ ��:
��� ��:
����� ��$�/
���� 	
 	������	����� �������

� 	������ ��������! 3�����0���	� 	
 �$� ��$����



%&'� �� ������ �	
 �� �
�������

�������� �� 	
������ �� 1����	� '!
1����	� � �������� �� ������������	� 	
 �$� �	��� ��� �$� �	�
��	� ���$	�!

� ���� ��
� ���������	� 	
 �� ������� �����	� 	
 �$� �	��� ��� ��� �	�
��	� ���$	�
5�� ��������� *� �	N��
�O0 6%%7� ��� 6%(7! G���� � ��A��� �����	� 	
 �$� �	���
��� �	�
��	� ���$	� 5�� ����������� �	 � ���� ��
� ��	*��� *� PQ���� 6��7!
�� ��������	� 	
 �$�� ��	*��� 
	��� �$� *���� 
	� �$� �=����� ��	*��� 	

� ������	�����	� ������*
��	� ������ ,��1- �� �$�� �������! �$� �
�������
�=�����������	� �	�A��� �$� �	��
����	��� �>������ ��� ���
������� �������
�$� ���� 	
 	*������� �		� �	�
��	�� 5��$ �$� ��	�	��� $�
������ ���	���$�!
�$� �	���
���� �����	� �
�����0�� �$� A������ 	
 �$�� �������$ �	���$�� 5��$
�$� ���
��� 	
 �
������� �=�����������	�!

� ����� �������	����

�� �$�� �����	� � ������� �	��� ��� ��� �������� 5��� *� �����	��� 
	� � ��1
�	�������� � ������ �	
��� �$�� �
������ � ������ 	� �� ��������� 	
 �$� ��	�
����
� ��� 	
 ���������	��� ��� � .��� 	
 ��������� ��$����� 
	� ������	����� 	
 �$��
��	�
�� 
�	� �$� �	
��� �	 �$� ���������	��! �$� 
��������� �� �$� ���������	��
��� ���
��� �	 $��� ��������� �	�����)
��	����� �$�������������!
�$� �	��� �$�� 5��� *� �	����
���� ��� ��������� *��	5 ��� *� ������A���

�� ������� ������ �� � ������������� ���$�������� ��	�������� �	���! �$�
	*2������ �� �$� ������0���	� 	
 �$� �	��� �	�� ,������� �	��� ��$���� �	������

��	����� ��� ������	��� ��� �
��	���� ��	���� �	��� ��� ������	�� $	�����
�	���- ��� 
��� ����� ��� �$� 
	��	5��� ������ ��� 	������	��� ������	� �����*���
��� 
���� �	���������	�!

%! "�=�� ��	
�� 	
 �
��	���� �	 ���$ 	
 5$��$ ���������� ��� ���� �� 	��
��$���� ����!

(! ?�$���� �	
���� 	� �	�� �����A����� �1@!

�! 4�������$���� ����� �����$ �	 ���$ ��	
� ��� �
*��:
����� ��������$/
���� :
������ �	 ���$ ���������	� �� ���$ ��	
�!

'! 1�	���� ���������� 	
 �
��	����!

�! ?�$���� ��0�!

?����*��� ���	���� ��� ������ ��� ��A��� �� �$� 
	��	5��� �
*�����	��!



�������� ����
��� �
 �
������� ������ 
����	 %&'C

��� ������	�

��

 ��	���

�

�$��� ��� �$� �����*��� 5$	�� ���
�� ���)	� ��	����$�� �	����	�� ��� ���
���

��	���	���*�� *
� 5$	�� ���
�� ��� ��	5� ,����� 	� ���������- ��� ��$�����
�	 �$� ��1! �$��� ��� m ���������	�� ,�
��	���� 	� ������ �	����- �$�� ���
�
������ 
�	� � ������ �	
���!

a0 = �$� �	
��� ,� ���

���
���� ������ 	� � ���	�-!

A = {a1, a2, . . . , am} = �$� ��� 	
 ���������	��!

I = {1, 2, . . . , m} = ����= ��� 	
 �������� 	
 A!

I0 = I + {0}!
s(a) = ������ ���� 	
 �$� ��	�
�� �� � ���������	� a ∈ A!

dij = �������� *��5��� ai ��� aj� i, j ∈ I0 ,dij = dji �� ���
���-!

h = �	�*���� 
��� �	�� 	
 	5���� ��	���� 
��������� ,������� �	��- ��� $	��/
��� ������	���� �� �
��	��� �����!

��� �
���� ��� ��
	������
 ��	���

�

�$��� ��� �$� �����*��� 5$��$ ������� �$� ������ ��� 	������	��� 
���
��� 	
 �
��1!

C = $�
���� �������� 	
 � ��$����!

Aj = � �
*��� 	
 �$� ��� A ������������ � �	������	� 	
 ���������	�� �	 *�
�
������ �� � ������ ���� 	
 �$� ��$����� Aj ⊆ A ! ,���	 � �	������	�� � ��	
�� �
���� 	
 �$� �������	�!-

tj = ��������$���� ����� �����$ 
	� �$� �
*��� Aj!

δj = ��$���� �	
�� 
	� ��	
� Aj !

R(a) = *
I�� ��	�� ,��
��� ��	��- ����� �� ����� a ∈ A!

q(a) = tjs(a) + R(a) = ��	���� �������� �� a ∈ Aj ⊆ A!

R(a) �� ������������� 	
����� �$� �	���� q(a) �� �=������� �� � 

����	� 	

tj ! "	� �	����	��� �	���������� Aj R� ��� tj R� ��� ����������� �	������� *� �$�

	��	5��� �	����	�!

J = {1, 2, . . . , n} 5$��� 1 ≤ n ≤ m!

P = (A1, A2, . . . , An) = � �������	� 	
 �$� ��� A� 5$��� Aj �� � ���� ,�
�
*��� 	
 A- ��� Ai ∩ Aj = ∅ 
	� ��� i �= j ∈ J � ��� ∪j∈JAj = A! �� �$��
�	����	�� �$� �
�*�� n ���������� �$� �
�*�� 	
 ����� �� �$� �������	� P ���
1 ≤ n ≤ m!

T = (t1, t2, . . . , tn) = ��������$���� ����� ����	� �	�����	����� �	 �$� ���/
����	� P !



%&'E �� ������ �	
 �� �
�������

��� ����
��
��
 ��	���

�

�$��� ��� �$� �����*��� 5$	�� ���
�� ��� ���������� 	� ����
����� �� � �	���/
:
���� 	
 �$� �$	���� 	� �$� ������	� �����*���!

s(Aj) =
∑

a∈Aj
s(a) = ������ ���� 	
 �$� �
*��� Aj 
	� j ∈ J !

s(A) =
∑

j∈J s(Aj) =
∑

a∈A s(a) = �	��� ������ ���� 	
 �$� ������!
β1(C) = A=�� ���
� ���� 
	� �	����� 	
 � ��$���� 	
 �������� C �� �$�

�	
���!
β2 = �	����� ���� ��� 
��� :
������ 	
 �$� ��	�
�� �� �$� �	
���!
τ1 = A=�� ���
� ���� ,����
���� 5������ 	� 	�$�� ����� �
 ���������- 
	�


��	����� 	
 � ��$���� �� � ���������	�!
τ2 = 
��	����� ���� ��� 
��� :
������ 	
 �$� ��	�
�� 
�	� �$� ��$���� �	

�$� �
��	���R� ��	���� 
�������!
k1(C) = �	�� 	
 	5���� ,������� �	��- ��� 	�������� � ��$���� 	
 ��������

C ��� 
��� ����!
k2(C) = 
��� ������� �	�� 	
 � ��$���� 	
 �������� C ,�!�! S ��� ����-!
d(Aj) = ��������� ���������	� �������� �������� *� �$� ��$���� �$�	
�$ �	
��

δj 
	� j ∈ J !
�� ���������� β1� τ1 ��� τ2 �	
�� *� ���5�� ��������� 	� $�
���� ��������

C ��� �$� ���������	� a ∈ A! "	� ��� ��������� ����	��� $	5����� �� �� �	�

�����	��*�� �	 ���
�� �$�� �	� �I����� *� C ��� a ∈ A! �� 
���� β2 �� �

���
�� 	
 �$� �	����� 
������� �� �$� �	
��� ,������*
��	� ������- ���$�� �$��
�$� ��$����� ��� 
��	����� 
��������� �� �$� ���������	�� ���)	� ��$����� ��� *�
���
��� ���������! ;	���:
������ β2� τ1 ��� τ2 ��� ���
��� �	������!

��� ����������� �� ����
 ����

�$� 	*2������ 

����	� �� �$� �	�� 	
 	5���� ,������� �	���- ��� 	�������� �$�
������*
��	� ������ ��� 
��� ���� ,�=��
���� �$� A=�� �	���-! �$�� �� �$� �
�
	
 
	
� �	�� �	��	�����T ,�- �$� �	��� �	�� 	
 �	����� �$� ��$����� �� �$� �	
���
��� 
��� ����� ,��- �$� �	��� �	�� 	
 ������	����� �$� ��	�
�� 
�	� �	
��� �	 �$�
���������	�� �� ���$ ��	
� ,����- 	��� ��� ��	
�� ��� 
��� ����� ,���- �$� �	���
�	�� 	
 
��	����� �$� ����	������ ��������$���� :
������ �� ���$ ���������	�
�� ���$ ��	
� 	��� ��� ��	
�� ��� 
��� ����� ��� ,��- �$� �	��� �	�� 	
 	5����
��	���� 
��������� ��� $	����� ������	���� �� �$� ���������	�� ��� 
��� ����!
�$� �	��� �	�� 	
 �	����� �$� ��$���� 
	� ��� ����� �� �$� �
� 	
 �$� �	��� 	


�	����� �$� ��$���� 
	� ���$ ����! �$� �	����� ���� 	
 �$� ��$���� 
	� � ����
�� �$� �
� 	
 �$� A=�� ���
� ���� �� �$� �	
��� ��� �$� ���� �	 �	�� tjs(Aj)

��	
�� 	
 �$� ��	�
�� 
	� �$� �
*��� Aj ��� �� �:
�� �	 β1(C) + β2tjs(Aj)!



�������� ����
��� �
 �
������� ������ 
����	 %&'&

�$�� �$� �	��� �	�� 	
 �	����� �$� ��$���� 
	� ��� ����� ��� 
��� ���� �� �����
�� 
	��	5�!

f1 = k1(C)
∑
j∈J

(
β2s(Aj) +

β1(C)

tj

)
,%-

�$� �	��� ������	�� ,�������- �	�� ��� 
��� ���� �� � 

����	� 	
 �$� �	���
�������� �������� ��� �� ����� *��	5!

f2 = k2(C)
∑
j∈J

d(Aj)

tj
,(-

�$� �	��� 
��	����� �	�� 	
 �$� ��$���� 	
 �������� ; �� �$� �
� 	
 �$�

��	����� �	��� 	
 �$� ��	�
�� �� �$� ���������	�� 	
 ���$ ��	
�! �$� 
��	�����
���� 	
 �$� ��	�
�� �� � ���������	� �� �$� �
� 	
 � ���
� ���� τ1 ��� 
��	�����
���� τ2s(a)tj 	
 :
������ s(a)tj 5$��$ ������ ,τ1+τ2s(a)tj- 5$��� a ∈ Aj � j ∈ J !
�$�� �$� �	��� 
��	����� �	�� ��� 
��� ���� �� 	*������ �� �$� �
� 	
 �$� �����
,τ1/tj + τ2s(a)- 	��� ��� a ∈ Aj ��� ����� ��=�!

f3 = k1(C)
∑
j∈J

∑
a∈Aj

(
τ2s(a) +

τ1

tj

)
,�-

�
 h′ �� �$� 
��� $	����� �	�� ��� h′′ �� �$� 
��� �	�� 	
 	5���� �$� ��	����

������� �� Aj� �$�� h = h′′ + 0.5h′! �$� �������� :
������ �	 �$� ���� Aj ��
tjs(Aj)� �$�� �$� �	��� �	�� 	
 	5���� ��	���� 
��������� ��� $	����� ������	����
�� ���������	�� ��� 
��� ���� �� ����� *� �$� 
	��	5��� �=������	�!

f4 =
∑
j∈J

htjs(Aj) ,'-

�
��� �	�� ����*���� �����
����	�� �$� 	*2������ 

����	� �� �=������� ��
� 

����	� 	
 ������	� �����*��� P � T � ��� C *� �$� 
	��	5��� 

����	�! ��
���	����� �$������������ 	
 �$� 	*2������ 

����	� �� �$� �	���������	� 	
 	���
�$� �����*�� 	�������� �	��� ��� 
��� ����!

f(P, T, C) = k1(C) (β2 + τ2) s(A) +

+
∑
j∈J

⎧⎨
⎩ 1

tj

⎡
⎣k1(C)

⎛
⎝β1(C) +

∑
a∈Aj

τ1

⎞
⎠+ k2(C)d(Aj)

⎤
⎦+ htjs(Aj)

⎫⎬
⎭ ,�-

�$� �	��� ��	
�� 	
 �$������ ����	� �=���� �$� ��$���� �������� C� $����
�$� 
	��	5��� �	�������� �
�� *� �����A��!

tjs(Aj) − C ≤ 0 
	� ��� j ∈ J ,�-



%&�� �� ������ �	
 �� �
�������

� ������� ���$�������� �	��� �� �=������� �� 
	��	5�J

min f(P, T, C)

�
*2��� �	
tjs(Aj) − C ≤ 0 
	� ��� j ∈ J

tj ≥ 0 
	� ��� j ∈ J ,C-

�$�� ������� �	��� �������� �	 	�����0� P � T � ��� C ���
�����	
���! �$�
����= ��� J �� �	� ��	5� � ���	��! �$� �
�*�� 	
 �	��������� ,�- ��� ,C- ������
5��$ �$� �������	� P � �$� ��������$���� ����	� T � ��� �$� ��$���� �������� C!
�� �� �	� ��������� �	 �	��� �$� �	��� �� �$�� 
	��! 1������ �������*�� �����	��
	
 �$� �	��� 5��� *� ��������� *� ��������� �	�� 	������	��� ��� ������ 
���
���
�� ������	� �����*��� ��� �$� ��������� �� �$� ���������� �� �$� �	���!

��� ��	���� �� �� 
� !��
��� �������"

�� �>����� 	������	� ��� ����	��� ������ 	
 ��	���� ���������� 	
 �$� �$������
������*
��	� ������ �� �	
�$� 
	� � A=�� $�
���� ��������! �� �$�� ����� k1(C) =

k1� k2(C) = k2� β1(C) = β1 ��� �$� A��� ���� 	
 ,�- ��� �	������� 
	� � A=��
C! ���	�������� �$� �	��� �� ��������� �
��� ��	����� 	I �$� �	������ �����
�� 
	��	5�!

min f(P, T ) =
∑
j∈J

⎧⎨
⎩ 1

tj

⎡
⎣k1

⎛
⎝β1 +

∑
a∈Aj

τj

⎞
⎠+ k2d(Aj)

⎤
⎦+ htjs(Aj)

⎫⎬
⎭ ,E-

�
*2��� �	
tjs(Aj) ≤ C 
	� ��� j ∈ J ,&-

tj ≥ 0 
	� ��� j ∈ J

�$� ��	���� ��:
������� �� a ∈ Aj �� �:
�� �	 q(a) = tjs(a) + R(a) 
	�
j ∈ J 5$��� R(a) �� �$� ������������� *
I�� ��	�� ����� ,��� ���$	� �� �$�
�������
�� ��� *� 
��� 
	� �$�� �
��	��-!

��# ��	���� �� �� 
� ���	��
 ��� !��
��� ��������
�

�$� ������� �$����� 5��� *� ���	��� �� �$�� ���� ��� h = 0.5h′ �� ������ �$�
������	�� $	����� �	��! �
 q(a) �� �$� �
����� ��	���� �������� �� a ∈ A� �$��
�$� 	*2������ 

����	� �� ,E- 5��� *� ������0�� �
*2��� �	 ,C-� ,&- ��� �$�

	��	5��� ������	��� �	��������!

tjs(a) ≤ q(a) 
	� a ∈ Aj � j ∈ J ,%�-
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�$��� �� � $��$ ������ 	
 ���������	� *��5��� �$� �����*��� P � T � ��� C! �

�������	� P �$������ �$� ��������$���� ������ 
	� ���$ ���������	� 5��� �$����!
;	��������� �$������ ��������$���� ������ 
	� ���������	�� 5��� ��
�� �$� �����/
��	� P �	 �$����! @������	� P ��� ���	 �I��� �$� $�
���� �������� 	
 �$� ��$����
C ,�
 ������� �� � �����*��-� ��� �	�������� C �� �$� ���� ����������� 	
 �$�
�������	� P ! �$�� �$��	���	� ��� *� 	*������ ������ *� �	������ �$� �$���/
��� �
�*�� 	
 �$� �	���������! �$� 	*2������ 

����	� ������� ��� �����
�
	��� �
 d(Aj) �� �����
� 
	� ���$ j ∈ J 	
 � ����� �������	�! �$�� ��:
����
�	����� �$� ��������� ���������	� ��	*��� 
	� ���$ ���� �� �$� �������	�! ���
���$	� �� �$� �������
�� ��� *� ����	��� 
	� �$�� �
��	��!
�� �� ���
������� 	*��	
� �$�� �$� $�
���� �������� 	
 �$� ��$���� �$	
�� *�



��� 
����0��! �$�� ����� �$�� �$� 	������ �	�
��	� �
�� �����
� tjs(Aj) = C


	� ��� j ∈ J ! �$�� ��� *� ��	��� ���� ������!
�$�� �	�����	� ������� �$�� T �� � 

����	� 	
 C� �!�! T = T (C)! "
��$��/

�	��� �$� 	������ ��$���� �������� 5��� *� 	*������ ���
������� �� �5	 �����!
�$� 
	��	5��� ����� �� *	��	5�� 
�	� ����
�
�!

(���� �

min
(P,C)

f(P, C) = min
(C)

{
min
(P )

f(P, C)

}
,%%-

�$� �
*��	*��� 	
 ������0��� f(P, C) 
	� � ����� ��$���� �������� �� �
�������	���� ��	*���� *
� �	� � ���
��
��� �������	���� ��	*��� �� ������*��
*� ����� ��� "������
�� 6'7 ��� �	� 	������ 	������ �������	� ��	*��� 	

D5��� 6(�7! @������	���� ����� �$� ��	*��� � �������� 	�����0���	� ��	*���!
�$� �
�*�� 	
 ��� �������	�� 	
 ���� � ����� ��� 	
 10 �������� �� 115975! �$�
�
�*�� 	
 ��� �	���*�� �������	�� 	
 � ��� 	
 m �������� �� �:
�� �	

∑m
k=1 S(k)

m

5$��� S(k)
m �� � 1������� �
�*�� 	
 �$� ���	�� ���� ��� �	�����	��� �	 �$�

�
�*�� 	
 5��� 	
 �������	���� � ��� 	
 m �������� ���	 k �	�+����� �
*�����
�*���	5��0 ��� 1���
� 6%7! �$� �
*����
��	� 	
 tjs(Aj) = C 
	� ��� j ∈ J

�����
	��� �$� ��	*��� ���	 � �������	���� ��	*��� 	��� 
	� � ����� C! G��
f ′(P ) = f(P, C) 
	� � ����� C!

min f ′(P ) =
k1β1s(A)

C
+
∑
j∈J

⎧⎨
⎩s(Aj)

C

⎡
⎣k1

∑
a∈Aj

τ1 + k2d(Aj)

⎤
⎦+ hC

⎫⎬
⎭ ,%(-

���$ ���� 	
 �$� �
�����	� �� ,%(- ���������� �$� �	�� 	
 	5���� ���
	�������� �$� ���� Aj ��� 
��� ���� 
	� � ����� ��$���� �������� C ��� ��
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���=������� ���������� 
	� ���$ ���� Aj 
	� j ∈ J �� 
	��	5�!

F (Aj) =
s(Aj)

C

⎛
⎝k1

∑
a∈Aj

τ1 + k2d(Aj)

⎞
⎠+ hC ,%�-

�$�� �$� �	��� �	�� �=������	� ,%(- �� ��5������ �� 
	��	5�!

f ′(P ) =
k1β1s(A)

C
+
∑
j∈J

F (Aj) ,%'-

������� ��	�������� �� 	�� 5�� 	
 	*������� �$� 	������ �������	�! G��
H *� � �
*��� 	
 A� ��� gk(H) *� �$� �����
� �	�� �������	� 	
 �$� ��������
�� H �� �$� ����� k 5��$ �$� ������� �	�����	� g0(∅) = 0! �$�� �$� 
	��	5���


����	��� �:
���	� 
	� ����� a ∈ A\H ��� *� 
��� �� ����������� �� 	������
�������	� ,5$��� A\H ����� ��� �$� �������� 	
 A 5$��$ �	 �	� *��	�� �	 H-!

gk+1(H +{a}) = min {F (H + {a}), gk((H + {a})\D) + F (D) | D ⊂ H + {a}}
,%�-

1���� k �	��
��� �$� 

����	� gk(H) 
	� �
*���� 	
 H 	
 k �������� 
	� k =

1, 2, . . . , n! �$� ���	���$� ���������� 5$�� k = n! �$� ���	���$� ���������
	��� �$� �	�������� �������	�� 	
 A! 1�	���� ��� ���	�� ��:
�������� 
	� �$��
����	��$ �������� �=�	��������� ��� $���� ���� �$� �	������ ��0� ��	*����
����	� *� �	����!
� $�
������ ��	���
�� �� $��� �����	��� �	 	*���� ���� 	������ �	�
��	��

:
����� ��� �>�������! �
 � ���� Aj $�� r ��������� �$�� �$� ������� �����*��
�	�� 	
 	5���� ��� 	�������� ��� ���������	� 	
 Aj �� ����� *� �$� 
	��	5���!

G(r) =
F (Aj)

r

	� ���$ j ∈ J ,%�-

���
�������� �
 ������ ��	�$�� ���������	� �	 Aj ���
��� �$� ������� �����*��
�	��� �$�� � *����� ���
	����� ���� �� 	*������ *� ������ �$�� ���������	�! �$��
	*�������	� �
������ � 5�� 	
 
	����� �$� ��	
��!

) �����	��� � �	� 
���
�� �
��

�� ���� ��� ������
���� f ′(P )/m �� �����

��� ��� 
� �����
� �
������� P o�

� ������ �	�	����� 	
 �$�� ��	�	����	� �� �$�� f ′(P )/m ��� *� �=������� ��
� 5���$��� ������� 	
 �$� �	��� 	
 	5���� ��� 	�������� ����� Aj ��� 
��� ����
,�=��
���� �$� �	������ ���� 	
 ,%�--!

f ′(P )

m
=
∑
j∈J

rj

m

F (Aj)

rj
+

k1β1s(A)

mC
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5$��� rj �� �$� �
�*�� 	
 ���������	�� �� ���� Aj�
∑

j∈J rj = m ��� rj/m

�� �$� 5���$� ���	������ 5��$ �$� ���� Aj 
	� j ∈ J ! ���$ ���������	� ���

	�� � ��	
� *� �����
! �$�� ��� 	�� �	�� ���������� �	�
��	� �� �	 $��� �
���� Ai = {ai} 
	� i = 1, 2, . . . , m! �$� �	��� �	�� 	
 �$�� �	�
��	� �� �� 
����
*	
�� 
	� �$� �����
� ���
� 	
 �$� 	*2������ 

����	�� �!�! �$� ������� �	��
	
 �
������� ���$ ���������	� 5��$ 	�� ��$���� �	
� �� �� 
���� *	
�� 
	� �$�
�����
� ���
� 	
 �$� ������� �����*�� �	�� ��� ���������	�! �� 
���� H�����	
��� 1���$�+G��� 6%�7 �	��� 	
� �$�� ������ �$������ �	������ ��� 5��$�� �U 	

	���������!
G�� s ��������� �$� ������� ������ ���� 
	� �$� �������� 	
 �+���*��

��	
� Aj� �$�� s(Aj) = rs ��� �
*����
���� �$�� �� ,%�- ������ �$� 
	��	5���
�:
���	� ��� �� ����*���� �����
����	� ����� �$� �=������	� ,%C- 
	� �$� ����/
��� �����*�� �	�� 5$��� d(Aj) �� �$� �����
� ��������� �������� �� � �	
� �	
Aj ! �$�� ����� �	����� �$� ��������� ���������	� ��	*��� 
	� ���$ ����!

G(r) =
(

rs

C
(k1rτ1 + k2d(Aj)) + hC

)
/r

G(r) =
s

C
(k1rτ1 + k2d(Aj)) +

hC

r
,%C-

�
��� ��A���� Δd(r) = d(Aj + {a}) − d(Aj)� �$� A��� 
	�5��� ��I�������
	
 �$� 

����	� G(r) 
	� r = 1, 2, . . . ��� ����� �� 
	��	5�!

ΔG(r) =
s

C
(k1τ1 + k2Δd(r)) − hC

r(r + 1)
,%E-

�$� �����
� 	
 ,%C- 	��
�� �� �$� �������� ������� r0 �
�$ �$�� ΔG(r0) ≥
0! D���� ΔG(r0) = 0 �� �$� �:
���	� 	
 � *	
����� �
��� *��5��� r0 ���
r0 + 1 �� (s, Δd) ������ 5$��$ ��� *� ���������� �� *��	5!

Δd(r) =
hC2

sk2r(r + 1)
− k1τ1

k2
,%&-

�$� ������	� ,%&- ��A��� � *	
����� �
��� 
	� ���$ ���
� 	
 r �� (s, Δd)

�����! �$��� ����� �
���� ��A�� �$� ����	�� 	
 �	����
���� ������0��� ���
��
	
 r = 1, 2, . . . �� "��
�� (! ���$ ����	� �	�����	��� �	 � ������0��� ��	
�
��0� �����*����� ����= 	� �
�*��! � ���*�� $�� �� ����= r �
 ��� (s, Δd) 
����
�� �$� ����	� 
	� r �� "��
�� (! �� ����= r �� �� ��������	� 	
 � ���������	�R�
�����*����� 	
 *��	���� � ���*�� 	
 �� 	������ ���� �	�������� r ��������! "	�
�=������ �
 � ���������	� aj �� �������� �	 � (+���������	� ��	
� 5$��$ ������
�� ������� ������ ���� 	
 s = 100 
	� �$� ��5�� 
	���� �+���������	� ��	
��
�$�� aj �� �����*�� �	 *��	�� � ���*�� 	
 � �+���������	� ��	
� ��	����� �$��
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�$� ������	��� ��������� �������� ,�!�! Δd- 
	� aj �� ���� �$�� %� �����! �
���������	� aj �� �����*�� �	 *��	�� � ���*�� 	
 � (+���������	� ��	
� 5$��
��������� aj �	 ��	�$�� ���������	� ������ �� ������� ������ ���� 	
 %�� ���
�$� ������	��� ��������� �������� ,Δd- �� *��5��� %� ��� %(� �����!
�$� �	�
��	� ��	���
�� 5��� ����� 5��$ ����������� �� ������� ��	
� ��0�

�����*����� ����= 
	� ���$ ���������	�! �$� ����= 
	� ����� ���������	� a ∈ A ��
�	��
��� *� 
���� Δd(r) = d(a, a′)− d(a) ��� Δd(r′) = d(a′, a)− d(a′) 
	� ���
a �= a′ ��� �� ����� *��	5!

r = max {min (arg(Δd(r)), arg(Δd(r′)))} ,(�-

*
�� �� � �� �	� �����
� ����� ���� �����
����� ����� �� ��� ��� 
 ������
����

a ∈ A 
�� arg(Δd(r)) = arg(Δd(r′)) = 1 ��� ����� a′ �= a� �	�� �	� ������
����

a �� 
� �����
� �
�� 
� �������

�$� ��
= 	
 �$� ��		
 ������ 	� �$	5��� �$�� �$� ���	���$� �	�� �	� ������
�
�$ � ���������	� 5��$ �� ������� ��	
� ��0� �����*����� ����= 	
 	�� �	 
	��
� ��	
� 5��$ ��� 	�$�� ���������	� 	� *��	�� � ���*�� 	
 ��� ��	
� ��
1���� ( 	
 ������� ��	�������� ���	���$�! ,������� 	
 �$� ��		
 �� �����
�� �$� �������=-! 3��������� @�������� 	
 ������� @�	�������� �������
�$�� gk+1(H + {a}) = gk(H) + F (a) �� ����� ����� k > 2! D�
���������� ���
���������	� 5��$ �� ������� ����= 	
 	�� �$	
�� 
	�� � ���� *� �����
!
�
 �$� ������� ��	
� ��0� �����*����� ����= �� ������ �$�� 	�� 
	� � ���������	��

�$�� �
�$ � ���������	� �� � �	������� ��������� �	 *� ���� 	
 � ��	
� 	
 ��0�
�5	 	� �	��! �$� ������� 	
 �$� ���	���$� �� �	 ����� 5��$ � ���� Aj 5��$
r �������� ��� ���� ��� �$� 
��������� ���������	�� 
	� �����*����� �	 *��	��
������	��� ���*��� 	
 Aj ! �
 �	�� �� �����*��� �$�� Aj �� ��� � ���� 	������
����! G�� BR *� �$� ��� 	
 ��������� ,
���������- ����������� ��� BU ⊂ BR

*� �$� ��� 	
 ��� 
������� ���������� �	 2	�� Aj ! �$�� ��	���
�� �� � 
	����
���	���$� �	 	*���� � ,����- 	������ �	�
��	� �	 �$�� ��� �������	���� ��	*���
�� ������*�� *��	5! �$� ��������� ���������	� ��	*��� ,�1@- 
	� ���$ ����
Aj ����� �	 *� �	���� �� � �
*��	*���! �� ��������� $	5����� �$� ����� Aj

��� �
>������� ����� ,�	�������� 
�
���� ���� �$�� � 	� � ���������	��- 5$��$
������ �� �=$�
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	� �$� �	�
��	� 	
 �1@! �$� �$������ �������	�
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������ ��� *� 
��� 
	� �	����� �$� �1@ 
	� ������ ��0� �
*����! � *�����
����������� �� �$�� �$� $�
������ ���	���$� 	
 "��$�� ��� K���
��� 6%�7 ��� *�
����	��� �	 �	��� �1@ 
	� �
*���� 5��$ � ����� �
�*�� 	
 ���������	��!

1��� �! �������0���	�J ��������� �$� ������� ��	
� ��0� �����*����� ����= 
	� ���$
���������	�! � ���������	� 5��$ �� ����= 	
 	�� �� �� 	������ ���� *�
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 �$��� ��� j 	
 �$	��� �$�� j �
*���� 	� ����� ,�	�������� �
������ ���������	�- 	
 �$� �������	� ��� ����������! ��� �
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��$�� �����$! �$���
	��� BR �� �$� ��� 	
 ���������
���������	�� ������ ���	����� �	 ������ ����� �� ���������� 	����!

1��� %! �
 BR = ∅� �$�� � ,����- 	������ �	�
��	� �� 	*������ $���� ����������
���� j := j + 1 ��� �	 �	 1��� (!

1��� (! ���� �$� A��� ���������	� a ∈ BR ,���� 	������ ���- ��� ��� Aj = {a}�
r = 1� BR = BR − {a}� ��� BU = BR 5$��� �$� ���� 	������� 	
 BR

�� ��������� �� BU ! 1	��� min d(Aj) ,5$��$ �� *�������� �$� ���������
���������	� ��	*��� 
	� �$� ���� Aj- ��� �	 �	 1��� �!

1��� �! �
 BU = ∅� �$�� Aj �� ��� � ,����- 	������ ���� ��� �	 �	 1��� %� ���� �	
�	 1��� '!

1��� '! "	�� � ��5 ��	
� Aj +{a′} 5$��� a′ �� �$� A��� ���������	� �� BU ! 1	���
min d(Aj + {a′}) ��� �	 �	 1��� �!

1��� �! ;	��
�� s = (s(Aj) + s(a′)) /(r + 1) ��� Δd = d(Aj + {a′}) − d(Aj)!
��������� ��	
� ��0� �����*����� ����= �
�*�� r′ *� �$� ����	� �$��
(s, Δd) 
���� �� "��
�� (! �
 r′ > r� �$�� Aj := Aj + {a′}� r := r + 1�
s(Aj) := s(Aj) + s(a′)� BR := BR − {a′}� BU := BR ��� �	 �	 1��� �! �

r′ ≤ r� �$�� BU := BU − {a′} ��� �	 �	 1��� �!

� ��������
���� �� �
���
� ����	��  
����� �
!
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�$� ��$���� $�
���� �������� C $�� *��� ������� �� � �	������ ,	� �����/
�������� 	� � ���	�� �������- �	 
��� C ��� ���	 *� 	�����0��� �� � ���� 	

�$� ������ ��	*���� *� 
����0��� �$�� �	���! ���	�������� �$� 	������ ��$����
$�
���� �������� 5��� *� 	*������ *� � ���
����� 	�����0���	� �� ������ �� �$�
G���� 	
 1����	� �! �$� �	��� k1� k2 ��� �$� ��� 
� ���� β1 ��� 

����	�� 	

�$� �������� C ��� � ��������	� �������� 	� �$� ��$���� �������� C ���������
�$�� �$�� ��� *� ����	=������ *� ������ 

����	�� 	
 C� �� �$	5� *��	5!

k1(C) = k11C + k12 ,(%-

k2(C) = k21C + k22 ,((-

β1(C) = k31C + k32 ,(�-
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1
*����
���� �$��� ���	 �$� 	*2������ 

����	� ��� ����������� �$� 	������
�������	� P o 
	� � ����� C ��������� � �	���= 

����	� f(P o(C), C) �� ��*
���

	��! B� ����*���� �����
����	� ��� ������������� 	
 �$� ������ �$�� 

����	�
��� *� �
� ���	 �$� 
	��	5��� 
	�� ,������� ��� ����� �� �$� �������=-!

f(P o(C), C) = g0 + g1(C) + Cg2(C) +
g3(C)

C
,('-

5$��� g0 �� � �	������� ��� g1� g2� g3 ��� ���� 

����	�� 	
 C!
H���� �� 	������ �������	� P o� �$��� �=���� �� �������� 5$��� P o �������

	������ ��� g1� g2� g3 ������ �	������! �$���
	��� f(P o(C), C) �� � ��		�$
�	���= �
��� �� �
�$ �� �������� 	
 C! "	� ��� �	�+�������� ���
�� 	
 C�
$	5����� f(P o(C), C) �� � 
��	� 	
 ��		�$ �	���= �
��� �����	�� 	��� C ,"��/

�� ++-! "	� �	���������� �$�� 

����	� ��� *� ����	=������ *� � ��������
�	���= 

����	� ��������� �$�	
�$ � ��������	� �������� �� ���	�������� ��
"��
�� ++! �$� �����
� 	
 ����	=������� 

����	� ��	����� � ,����- 	������
��$���� $�
���� �������� Co 
	� �$� ������*
��	� ������! �$� �=��� ���
� 5���
*� 	*������ *� �	�����min(C) {f(P o(C), C)} = f(P o(Co), Co) �
���������� �!�!
*� � 
��������� �����$ ���$��:
�!

" �� �������
����

������ 	
 �� �=����� ��	�
�� ������*
��	� ������ 5��$ %� ���������	��
,a1, a2, . . . , a10-� � ���

���
���� ������ ,a0- ��� �� ��������� ��	�
�� 5��� *�

��� �	 ���
������ �$� �	��� ��� ��� �	�
��	� ���$	��! �$�� �� �� �=����� 	

� ������ 	
 �������� 	
 ��������� ����	��
� ��	�
��� �$�	
�$	
� � �	
����
,�
����- 	��� ���5��� *� ����� 	
 �$�� �������! �$� ��	����$�� �	����	�� 	

�$� ������ ��� �$� ���������	�� ��� ����� �� "��
�� %! �$� �������� �����= ��
��	����� �� ��*�� % �	���$�� 5��$ ������ ����� 
	� �$� ��������� ��	�
�� ��
�$� ���������	��! �$� �	�*���� ������� ��� ������	�� $	����� �	��� �� S�!%(
��� �	� 
	� ���$ 	
 �$� ���������	��!
� ��$���� 5��$ � $�
���� �������� 	
 ''�� �	�� �� 
��� �� ���������� �$�

��	�
���! �$� ���������� 
	� �$�� ��$���� ��� k1 = S���!&% ��� $	
�� k2 =

S��!�C ��� ����� β1 = �!� $	
�� ��� �	����� ��� τ1 = ' $	
�� ��� 
��	�����!
�$� ������� ��	�������� ���	���$� 	
 1����	� � ��	�
��� �$� 	������

���5��J P o = ((a1, a8, a10), (a2), (a3), (a4, a7), (a5), (a6), (a9)) 5��$ � �	��� �	��
	
 S%'�&C!�% ��� $	
�! �$�� �	��
����	� ����� �*	
� �!�(' ���
��� 	� � @;
5��$ � @����
� ' ��	����	�! ����	����� 	
 �$� �$�	��� % ���
��� �$� �
�/
*�� 	
 �������� �	 �� �
��� ����������� �$� ���������	�� 5��$ ������� ��	
� ��0�
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������� ������ 
����	 %&�C

��*�� %J �$� �������� �����= ,�����- ��� �$� ������ ����� ,�	��)���-

a10 a9 a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1

���� �� (EE '� %(� '�� �� %(C (�( &� '�
a0 (�& '�% %E� �( �C (�� C� %�& '� �%�
a1 %(& %EE (%( ��E �C� �%& �E� ��' (E'
a2 %&� '%' %&( &C %�( ('E %�C %�(
a3 (�( 'C' ��� ((% (%� �(� %E'
a4 (C& ��% (�� �E 'C %'&
a5 '%( ��' ��E %�E %��
a6 (�� 'EE (�� (�
a7 (�% '�E (�&
a8 &� (�(
a9 (�(

�����*����� ����= 	
 	�� ,��� 
	���	��� ����
���	�-� ��� ���
��� �$� �	��
����	�
���� �	 �!%% ���	���!
�$� �>������ 	
 �$� $�
������ ���	���$� 	
 1����	� � 5��� �	5 *� ���	�/

������� 	� �$� ���� �=����� ��	*���! �$� �:
���	� ,%&- �� �	��
��� 5��$
�$� ����� ���� �	 	*���� �$� �:
���	� ,(�- ��� �$� ������ �
���� ��� ��	���� ��
"��
�� (!

Δd =
35162.71

sr(r + 1)
− 40.19 
	� r = 1, 2, . . . ,(�-

�$� ������� ��	
� ��0� �����*����� ����= 
	� ���$ ���������	� 5��� *� �	��
���
A���! ���������	� a1 $�� � �	��
����	� ���� 	
 '� �	�� ��� ���� ��� � �	���
��������� �������� 
�	� �$� ������ �� ��( �����! �$� ������� ������� �	 a1 �� a2!
�
 *	�$ 5��� ������� �� �$� ���� �	
�� �$� �	��� ��������� �������� 5	
�� *� �'�
�����! �$� ������	��� ��������� �������� �� Δd = 13� ��� �$� ������� ������
���� 
	� �
�$ � ���� 5	
�� *� (90 + 40)/2 = 65� ����� s(a2) = 90! �$� �����/
������ �I��� 	
 �	�*����� �$��� �5	 ���������	�� �� ����� *� (s, Δd) = (65, 13)

��� 
���� �� � ����	� 5��$ �� ����= �
�*�� 	
 �! 3� �$� 	�$�� $���� d(a2) = 90

��� Δd(a2, a1) = 555 5$��$ ������ (s, Δd) = (65, 465) ��� �	���:
����� �� ��/
��= �
�*�� 	
 %! �$���
	��� r12 = min(1, 3) = 1! ��*�� ( �
�����0�� �$�
�	��
����	�� ��� ��	����� �� ����= �
�*�� 	
 ( 
	� a1!
4�������� ������� ��	���
�� 
	� ���$ ���������	� ���
��� 5��$ �$� �������

����= 	
 	�� 
	� �$� ���������	�� a3� a5� a6� a9 ��� �� ����= 	
 ( 
	� ��� 	�$���!
��������0���	� ����� ������ �$�� ���$ 	
 a3� a5� a6� a9 �� � ��	
� *� �����
! �$�
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��*�� (J ������� ��	
� ��0� �����*����� ����= �	��
����	� 
	� a1

i j s Δd(i, j) (s, Δd(i, j)) Δd(j, i) (s, Δd(j, i)) r

% ( ��!�� %� � ��� % %
% � %(%!�� %�C % '�% % %
% ' E�!�� %'� ( ��( % %
% � '�!�� '�� % ��( % %
% � (��!�� %%' % ��( % %
% C E�!�� %�' ( ��( % %
% E '�!�� E( � �'( ( (
% & %�'!�� ��� % C� ( %
% %� 'C!�� (( ' (�� ( (

��������� ���������	�� ��� ������ �� ���������� 	���� 	
 �$� ������ ����� ��
����� *��	5!

���������	� ���� ������ ����
a4 % %(C �	��)���
a7 ( %(� �	��)���
a2 � &� �	��)���
a10 ' �� �	��)���
a1 �!� '� �	��)���
a8 �!� '� �	��)���

�$� A��� ��������� �	 
	�� � ��	
� 5��$ 	�$��� �� �$� ���� �� a4! �� �������
5��� *� ���� 
	� a4 �	 
	�� � ��	
� 5��$ 	�� 	� �	�� 	
 �$� ��������� �������/
��	��! �$� ��=� ���������	� �� �$� ���� �� a7! D���� d(a4, a7) = 70 + 68 + 52 =

190� d(a4) = 140 ��� d(a7) = 104� �$�� Δd(a4, a7) = 50 ��� Δd(a7, a4) = 86

5��$ s = (120 + 127)/2 = 123.5! �$� ��	
� ��0� ����= �� r = 2 
	� *	�$
�����! � ��������� ���� Aj = (a4, a7) �� 	*������! � :
��� 	
 ������ � ��5
���������	� 5��� *� �	�� ��=�! �$� ��=� ���������	� �� �$� ���� �� a2� �$��
d(Aj, a2) = 272 ��� Δd = 82 5��$ s = 112.33! �$�� ���� (s, Δd) ������ �����
�� ����= 	
 (� �$
� a2 �� �	� ���	5�� �	 2	�� �$� ��	
� (a4, a7)! V�=� a10 5���
*� ������! d(Aj, a10) = 70 + 68 + 261 + 209 = 608 ��� Δd = 608 − 190 = 418

5��$ s = (127 + 120 + 55)/3 = 100.67! �� ����= 	
 	�� �� 	*������ 
�	� �$�
"��
�� ( 
	� (100.67, 418)� ��� a10 �� �	� ���	5�� �	 2	�� �$�� ��	
� ���$��! �
/
��� ��������� ������� ���
����� 
	� a1 ��� a8� � �	���
��	� 	
 � ,����- 	������
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��*�� �J �$� �	��
����	� 	
 �$� �	��� �	�� 
	� �$� 	������ �������	�

j Aj s(Aj) d(Aj) tj F (Aj)

% ,%�E�%�- %�� C(% �(!�& ((�'!�%
( ,(- &� &� 'E!E& C��!&�
� ,�- (�( ��E (%!CE %�C�!%'
' ,'�C- ('C %&� %C!E% %���!E�
� ,�- �� '�� E�!�( EE�!%�
� ,�- '�� %%' %�!(� %�(�!�%
C ,&- (EE E�( %�!(E ''(&!�%
�	��� ;	�� %'�&C!�%

���� (a4, a7) �� ����$��! �$��� �5	 ���������	�� 5��� *� �=���� 
�	� 

��$��
�����$!

�$� A��� ������� �� �$� ��������� ���� �� a2 �	5! �$�� ������� �	�� �	�
������ ��� 	�$��� �	 
	�� � ��	
�� ����� �$� ��������� ���������	�� ��� �		

�� �5��� $���� �� �� �������� �� � ���� *� �����
!

�$� $��$��� ������ ��������� ������� �� �$� ���� �� a10 �	5! �$� ��=�
������� �� �$� ���� �� a1 5��� *� ������ 
	� �����*����� 	
 2	����� a10! �$� ���������
��� d(a10) = 418� d(a10, a1) = 209+129+316 = 654� �$��Δd = 654−418 = 236

��� s = (55 + 40)/2 = 47.5 ��� 

��$�� (s, Δd) ������ �� ����= 	
 (! 3� �$�
	�$�� $���� d(a1) = 632 ��� Δd = 654 − 632 = 22� �$�� �� ����= 	
 ' 
	�
(s, Δd) = (47.5, 22) �� 	*������ �� "��
�� (! �$��� �� � ������ �	�A��� �$�

	�����	� 	
 �$� ���� Aj = (a10, a1) 5��$ r = 2 �����������! "������ a8 5��� *�
������! ��������� �������� �� d(Aj, a8) = 186 + 90 + 129 + 316 = 721 5$��$
������� Δd = 721 − 654 = 67! 1���� s = (55 + 40 + 40)/3 = 45� �� ����=
	
 r = 3 �� 	*������ 
	� (45, 67) 
�	� "��
�� (! ;	���:
������ (a10, a1, a8)

�� �������� � ����! ��� �$� �������� 	
 �$� ��� A ��� �������� �	 	*���� �
�������	� 5��$ �$� �	�� �	��
����	�� ����� �� ��*�� � ��� $���� �$� ���	���$�
�� ����������! 1
���������� ,	� �
�����-� �$�� �
��� 	
� �	 *� �=����� �$� ����
�������	� 	*������ *� ������� ��	��������! �� �������� 	
 �	
���� �$� 	������
�������	� �� �	� �
�������� *� �$�� $�
������!

��	� ����������� �$� 	������ �������	�� 5� ��� �	5 ���� �$� ���������
������	��! �$� ��	���� �������� �� ���������	� a6 �� ����
����� �	 *� 4400 �	��
��
� �$� ��
��� ��	�� ������ ����� �� 5��� *� �
������ �� � ������ ���� 	
 �$� ��$����
����� 4400/430 = 10.23 ����! ���������	�� a1 �a8 �a10 5��� *� �
������ �� �
������ ���� 	
 �$� ��$���� �� ����� 4400/(40+40+55) = 32.59 ����! ���������	��
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a1 ��� a8 *	�$ ��:
��� 32.59 × 40 = 1303.60 �	�� 	
 ��	���� �������� ��
� �
��
��� ��	�� ������ ��� a10 ��:
���� � �������� 	
 32.59 × 55 = 1792.45 �	��
��� � ��
��� ��	�� �����! �$� ��	���� ���������� �� 	�$�� ���������	�� ��� *�
�	��
��� ���������!
����������� �$� 	������ ��$���� $�
���� �������� ��:
���� �$� �	�
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� ��$���� ��0��� �$�� �$� ���
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 �$� 

����	��
g1� g2� g3 ��� *� �	��
���! ��������	� 	
 �$� ���������� 	
 �$� �:
���	�� ,(%-�
,((- ��� ,(�- ����� k1(C) = 0.14C+47.91� k2(C) = 0.013C+8.87� ��� β1(C) =

0.001C + 2.1! �$� 
��	����� ���� 	
 �$� ��$���� �� τ1 = 0.00833 $�)�	� ���
�$� �	����� ���� �� �$� ������ �� β2 = 0.00333 $�)�	�! ��*�� ' ����� �$� ��$����
�������� ������� ��� �$� �	�� 

����	� 5��$ �$� ���
�� 	
 g1� g2� g3 ,g0 �� 	������
�� �$� �	��
����	�� ����� �� �� � �	������ 5��$ ������� �	 C- �	���$�� 5��$ �$�
,����- 	������ �������	� �� ����� ����� 	
 C! � ��������	� �������� ��	����� ��
����	=������� �	�� 

����	� f̃(C) = 8193.8 + 3.398C + 4271683/C ! �$� �	��
�
��� �� � 
��	� 	
 ��		�$ �	���= �
��� �������� ��� ����	=������ *� �$�
�	���= 

����	� f̃(C) ��A��� �*	��! �$� �����
� 	
 �$� ����	=������� �
���
	��
�� �� C = 1121.21 �	��! �$� ���
�� �����
� �� �� C = 1124.38 �	��! �$�
��	=����� 	
 �$��� ���
�� �$	
�� *� �	��� $���! �$
� �� �� ������ 
	� ������	�
������ �	 
�� �$� ����	=������� 

����	� f̃(C) �
��� �� �� �����	���! �$� ��0�
	
 �$� ��$���� �� � ������ �����*�� 	
 �$� ������*
��	� ������! �� 	������	�����
�������

� ���������� ������	� �� �	 ��:
��� � ��$���� 	
 �������� 	
 %%(%!(%
�	��! �� ��������� $	5����� �$�� ��� �	� *� 
����*�� ��5���� ��� � �$	��� ��
�	 *� ���� ���	����� �	 �$� ���

���
���R� ������� �
�$ �� %(�� �	��! �
 �$�
���

���
��� 	
 ��$����� 	I��� 	��� ���������� �� �������� ���
��� �$� ��	*��� ��
�	��5$�� ������A�� ����� �$��� �� 	��� � A���� �
�*�� 	
 ���
�� 	
 C ��� �$�
���
� 	
 C 5$��$ ������0�� �$� �	�� 

����	� f(P o(Co), Co) 5��� *� 	*������
5��$ ���� �I	��!

# ���	�������

� �	��� 
	� ��������� � ������*
��	� ������� ������ 	������	��� ��	*���� ���	
���	
�� �� ��������� �*	��! 3������ �	�
��	� �	 �$� �	��� ����
��� � �	����/
��� ��� �������	���� ��	*��� ��	�� 5��$ �$� 	�����0���	� 	
 �	�� �	����
	
�
������	� �����*���! �� �$�� 
	��� �$� �	��� ������� �	 *� ���� �	����= ��=��
�	�*����	���� 	�����0���	� ��	*���! � ��:
������ 	�����0���	� ���	���$� ��
�
������� ��� 
��� �� �$� �*	�� ����������	�! �$� �	�� ��>�
�� ����� 	

�$�� ���	���$� �� �$� �	������� ��� �������	����! � ������� 	
 ��� �������	�� ��
��	$�*����� ���� 
	� ����� ��0� ��	*����! �$� �
�*�� 	
 ��� �������	�� 	
 �



�������� ����
��� �
 �
������� ������ 
����	 %&�%

��*�� 'J �$� �	�� 

����	� f(P o(C), C)

4���� 	
 C f(P o(C), C) 3������ �������	�
%+%C�( 7160.74 + 3.762C + 4756007.15/C (a1)(a2)(a3)(a4)(a5)

(a6)(a7)(a8)(a9)(a10)

%C�(+�C&E 7320.61 + 3.642C + 4846991.29/C (a1)(a2)(a3)(a4)(a5)

(a6)(a7)(a8, a10)(a9)

�C&E+'E�' 8111.38 + 3.402C + 5306168.84/C (a1, a8, a10)(a2)(a3)

(a4, a7)(a5)(a6)(a9)

'E�'+E��� 8634.29 + 3.282C + 5563920.58/C (a1, a8, a10)(a2, a4)

(a3)(a5)(a6, a7)(a9)

��� 	
 m �������� �� � �
� 	
 1������� �
�*��� 	
 �$� 1��	�� L���! �$�
������� ��	�������� ����	� ���� $����� �	������ ��0� ��	*����! ��*�� �
�$	5� �$� ���
	������ 	
 �$� ������� ��	�������� ���	���$� 
	� ��I�����
��0� ��	*����! �$� �	��
����	� ���� ��������� �=�	��������� ��� � ��	*���
�	�������� %� ���*��� ��:
���� �!�(' ���
��� 	� � @; 5��$ � @����
� '
��	����	� ��� �	��
����	� 	
 210 − 1 �
*����! ���� ���	���� �$� �$�	��� %
��� �	� *� �
>����� �	 ���
�� �$� �	��
����	� ��� ���	�� ��:
��������

	� ��	*���� 	
 �	������ ��0�� ��� �������� ��� �>������ �	�������*��! ��
�>����� $�
������ ���$	� �� ������ �� �������� �	 �	��� �$� ��	*��� :
����� �	
	*���� �		� �	�
��	��� ���� �
 �	� 	������! �$� ���
	������ 	
 �$� $�
������
���	���$� ��	�	��� �� �$�� ����� �� ���	 ����� �� ��*�� � 
	� �	������	�! �$�
��	�	��� $�
������ ����� 	��� � 
�����	� 	
 � %)%�� 	
 ���	�� �	 �	��� � ��	*���
5��$ %� ���*��� ��� � ������! � ��	*��� 	
 ��0� �� �� �	����� 	� �$� ��������
5��$�� �!�� ���	���! �� 
���� ��	*���� 	
 ��0� 
� �	 (�+�� ���������	�� ��� *�
�	���� *� ���
�� �	��
����	�� *� �$� $�
������ ���	���$�! 1$	
�� �$� ������
��	*���� *� �	��������� �$� �>������ ��� ������������ 	
 �$�� ���	���$� 5���
*� �	�� �����������!

�$� �	��� ��� �$� ��	�	��� �	�
��	� ���	���$� �� ����������� �	 � ������
������*
��	� ������ 5��$ %� ���������	��! �$� ���
��� ��� �
�����0�� �� ��/
*��� %+ �! �� �$�� ���������	�� $�
������ ��� �������	���� ���	���$� 
	� C = 4400

�	�� ��$���� �������� A��� � ,����- 	������ �	�
��	� �� 	��� �$��� �������	��!
"	��
������� �$�� �	�
��	� �
��� 	
� �	 *� 	������ �� �$	5� *� �$� �������
��	��������! "
��$���	��� �$� �
�*�� 	
 ����� �� �$� �������	� 	� �$� �
�/
*�� 	
 �	��������� �� �$� �	��� �� ���������� ��� ���������� ������0�� *� �$��
���	���$�! 1���� �$� �
�*�� 	
 ����� �� �$� �������	� �� �$� ���� �������/
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V
�*�� 	
 ���� ��� ���� ��� U *��	5
���������	�� ,���- ,���- ,���- ,���- 
���� *	
��

� �!%' �!��
%� %E�!&� �!�' �!�� �!�� �!�%
(� �!�% �!�� (!C�
�� �!�� �!�� (!��
C� �!�� �!�� %!&'

���� 	
 �$� �
�*�� 	
 ��$����� ��:
���� �	 	������ �$� ������ ,�$�� ��� *�
���������� ���� ������ *� � H���� �$���-� �� �� � 
��

�� ��������� ��� ��������
���
�� 	
 �$� �	��� ��� ��� �	�
��	�! �$�� ���� ��� *� �=������ *� ��$��
����
�$� ������*
��	� 	
 �$� ��	�
��,�- ��� ������� �
�$ � ��$��
�� 	
 �$� .��� 	

��$����� *� ����� 	
 ���
����	�!
���$	
�$ �$� �	��� ��� �	�
��	� ���	���$� ����� $��� �� ����� �� �	�����

�$� ������ ��� 	������	��� ��	*���� ���
�����	
���� �$� �	��� ��� *� 
���

	� �����	���� 	������	��� �	������ ��� �	 ����� �	 �$������ �	�����	�� ,�	��
��������� �$����� �� �$� ������ �����- 
	� �� �=������ ������! 3*��	
��� ��
�� ���	 �	���*�� �	 �
��� �	��A����	�� 	� ������ �����*��� �
�$ �� ��	���� ���
��$���� ����������� �$	
�� �$� �$������ �	�����	�� ���� 
	�! � 

��$�� �=�����	�
�� ��������� �$� �����	����� 	
 � �
���+��	�
�� ������	�����	� ��� ������*
��	�
�	���!
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�$� �������� ��		
 	
 �$�	���� ������ �� 1����	� � 5��$	
� ��		
� ���
�$� ��������	� 	
 �:
���	� ,('- �� ��	����� $���! �$	�� 5��� ������� �	 �$�
�������= �	 ��	�� ����
���	� 	
 �	����
���! �$� �$�	��� ������ �$�� �� �	�
�����
� ����� ���� �����
����� ����� �� ��� ��� 
 ������
���� ����� �	� ���������

arg(Δd(r)) = arg(Δd(r′)) = 1� �	�� ���	 
 ������
���� �� 
� �����
� �
�� 
�

������!
) ��.- 1
��	�� �$�� a ∈ A $�� �� ������� ��	
� ��0� ����= 	
 	�� 5��$

arg(Δd(r)) = arg(Δd(r′)) = 1! �$�� 
	� ��� a′ �= a� 5� 5��� $��� �	 �	�����
F (a + a′) 5��$ F (a) + F (a′) ��� �$	5 �$�� F (a + a′) ≥ F (a) + F (a′)� $����
�$� ��������� $	���! �� ���� 	
 �:
������ �
������ 	����
� �������	�� �=���!

F (a) =
s(a)

C
(k1(β1 + τ1) + k2d(a)) + hC ,(�-

F (a′) =
s(a′)
C

(k1(β1 + τ1) + k2d(a′)) + hC ,(C-

F (a + a′) =
s(a + a′)

C
(k1(β1 + 2τ1) + k2d(a, a′)) + hC ,(E-

1���� �$� �	��� ������ s(a+ a′) = s(a)+ s(a′)� �$�� �$� �
� F (a)+F (a′)
�� ����
����� �� 
	��	5�!

F (a) + F (a′) =
s(a + a′)

C
k1(β1 + τ1) +

k2

C
(d(a)s(a) + d(a′)s(a′)) + 2hC ,(&-

������ ��� �������� ��5 ������ �$�� ����������� ��� �$� ����� ��	�
��� �$�

	��	5��� �:
���	�!

F (a) + F (a′) =
s(a + a′)

C
(k1(β1 + 2τ1) + k2d(a, a′)) + hC

+
k2

C
(d(a)s(a) + d(a′)s(a′)) + hC

−s(a + a′)
C

(k1τ1 + k2d(a, a′)) ,��-

�$� ��I������ ΔF = F (a + a′) − F (a) − F (a′) �� �=������� �� 
	��	5�!

ΔF =
k2s(a + a′)

C

(
d(a, a′) +

k1τ1

k2
− hC

k2s(a + a′)

)

−k2

C
(s(a)d(a) + s(a′)d(a′)) ,�%-

G�� d(ā) = max{d(a), d(a′)} ��� �$� ������� ������ ���� *� s̄� �$�� s(a +

a′) = s(a) + s(a′) = 2s̄� Δd(ā) = d(a, a′)− d(ā) ��� �$� 
	��	5��� ���:
����� ��
	*������!



%&�' �� ������ �	
 �� �
�������

ΔF ≥ s(a + a′)k2

C

(
Δd(ā) −

(
hC2

2s̄k2
− k1τ1

k2

))
,�(-

�$� ����= 
	� a �� 	�� 
���� �$� �	�����	� arg(Δd(r)) = arg(Δd(r′)) = 1�
�$�� (s̄, Δd(a)) ��� (s̄, Δd(a′)) 
	� ����� a′ �= a *	�$ $��� �	 
��� �� �$� ����	�

	� r = 1 �� "��
�� (! �$�� ����� �$�� �$� ���$� $��� ���� 	
 �$� �=������	� ,�(-
�� �	��������� ��� ΔF ≥ 0 	� F (a) + F (a′) ≤ F (a + a′)! �$� 3���������
@�������� 	
 ������� ��	�������� ��������� gk+1(H + {a}) = gk(H) + F (a)

�� ����� ����� �
��� �$� ���	�� �����!
�$� �:
���	� ,('-� f(P o(C), C) = g0 + g1(C) + g2(C)C + g3(C)/C� 5���

*� ������� �	5! 1
*����
��	� 	
 ������ �������	�� ,(%� ((� ��� (�- 	
 k1(C)�
k2(C)� ��� β1(C) ���	 �$� �:
���	� ,�- ������ �$� 
	��	5���!

f(P o(C), C) =
s(A)

C
(k11C + k12) (k31C + k32) + (k11C + k12) s(A)(β1 + τ1)

+
∑
j∈J

⎧⎨
⎩s(Aj)

C

⎛
⎝(k11C + k12)

∑
a∈Aj

τ1 + (k21C + k22) d(Aj)

⎞
⎠+ hC

⎫⎬
⎭ ,��-

�� ����*���� �����
����	� 	
 ,��- ������ �$� 
	��	5��� �:
���	�!

f(P o(C), C) = s(A) (k11k32 + k12k31) +
∑
j∈J

s(Aj)

⎛
⎝k11

∑
a∈Aj

τ1 + k21d(Aj)

⎞
⎠

+

⎛
⎝∑

j∈J

h + s(A)k11(k31 + β1 + τ1)

⎞
⎠C + s(A)k12 (β1 + τ1)

+
1

C

⎛
⎝s(A)k12k32 +

∑
j∈J

s(Aj)

⎛
⎝k12

∑
a∈Aj

τ1 + k22d(Aj)

⎞
⎠
⎞
⎠,�'-

;	���:
������ �$� �:
���	� ,('- �� 	*������ *� ��A���� �$� 
	��	5��� 

����	��!

g0(C) = s(A) (k11k32 + k12(k31 + β1 + τ1)) ,��-

g1(C) =
∑
j∈J

s(Aj)

⎛
⎝k11

∑
a∈Aj

τ1 + k21d(Aj)

⎞
⎠ ,��-

g2(C) = s(A)k11 (k31 + β1 + τ1) +
∑
j∈J

h ,�C-

g3(C) = s(A)k12k32 +
∑
j∈J

s(Aj)

⎛
⎝k12

∑
a∈Aj

τ1 + k22d(Aj)

⎞
⎠ ,�E-

�$� ���� g0(C) �� �	������ 5��$ ������� �	 C! �$� 	�$�� ����� g1(C)�
g2(C)� ��� g3(C) ��� ���� 

����	�� 	
 C!
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